
14                                  ������� 	�
–  ����46– ������1393  

 ����� ��	� 
� ����	�������������  
 

���� ������ ������1*� ��	�� � 	!�2  

���� ���	
 ������  

  

 :�!��� $%�&' (&�)24/08/1393  

 :�!��� 0�12 (&�)08/10/1393  

  

  

  

��	�3  

����� ����	� ����� �� ��	� ���������������)  NAMO(3#��$� ��	� %��&
 '$�� (��)	��� *+,�� -� #��./   �0� �0� (1�� �� *�� 2

 ���	� #��$��   	��� 3� *+,��(� ����
��� �� ����� (4	�� .�6� ��NAMO 3�  �����NP-Complete $ �	�- ��    (���	�7�� -� (�8�7��

(� ��	9 #��$� ��	� �� �	�:;�<� ������=+� ��)����	� 3� �-�� *�� �� .�6+�) 	  (7� #��$� ��	� �6�>�
      ��7)��+��, �7� �7��
 �7� �7���

?�+@� A)��� $ B�C+�� ��)	��� B�D '�E� %���� ���F
  (����������������� #�F,� ���F
  �    *7�� �� .��7� *�7�F
 '��- $ %���� (���

A) (G�)�H� -� ���H+0� �� �1�C� '�E��� ��� I�	:4  $ KG/ L�H�5     ?7�+@� N8�7�� �70� ���79 ��� �8��� (+�:-�� A+���1�  NAMO ��  ��

A) .�6� N� (1�CF� '��-�� *�6EN8��� (4	� N� ��	� ���>6��O A+���1� �	�:���    G7�E P)�7� Q7���  #����� �� �����  ���7F
 	�

��� %�������� #�F,� ���F
 $ ��� ��� %���� (�������������� .�0� ���  
  

�4�5:6�	78 6�9 ��(���	�  �����  #��$� ��	������������(R�,�R6�� �G�  L�H� KG/  ������ I�	:  . 
  

  

 
 

 

1 - �����12345  

����D   %�0	�����	�    #�7�$� �7�	� ��7��   �7SC� 37� -�

  '���O �SC� 3� �
 T$	�   *+,�7� B�7.�� ��   -� ���7/ �	�7��

 ���� �� ����� N8��� -� ������ �� �0� (1�� �� *�� .�0�

   7��� �� #�7�$� (��7���
 �6�-���  (F9�$ ������   %�7��� (��7�

+�) .�6����� ����	� �� ��	� ����  7��� %�7���� �7�  ����7�

                                                      
1*-  ��6����  ���� ���	
 ������  ���6X (0�6>� ���� (0�6����

��O  �@0�O :(R��$	+R1�sh.k.moghaddam@gmail.com :(����  

  �F6X '����  '�	>
 Z[O  %��>E '���	)  '���	) '����418  

:(+�O��1466613641. 
2-  �����+0� P@����6X (0�6>�  ���� ���	
 ������  

��O :(R��$	+R1�masehian@modares.ac.ir 
3- Navigation Among Movable Obstacles 
4- Visibility Graph,VG 
5- Penetration Depth, PD 

   ��	7� %��7&
 '$�� (��)	��� *+,�� -� #��./  �70� #�7�$� 

��(
��X ��   #��$��      (74	�  	�7�� 37� *+,�7� ��	7� ����+

 %����) ������������������� �� (�  ��� .�76� �7�   (��7>� N7�

 ������#��X ����	�    �7�	� #�7��G/ �7� ���� (+�	� ����

��� $ *+,	:  #��$�� 7��� (���     %�7_�� �	7R� NR7� �7� �� %�

(�I�) �� #��$� �
 �)� ��4 .�6� ���O �0�  

��77��� -� (77R� �77� *+4��	77O ��	77� ��77��� ��77) ���77��

NAMO  '���� '�� ��6�� �)  (
�7_� $ ����� #���G/ .�0�

 �� ��6� ��&
 ������`6� Q�0a #�_�    �7F��, 37� '�:�7��

    (7� %�7_�� �71�1- �7� '�,�D �6��G) (F�.D  .�	7�:  *�76E ��

 (b���� T�9$ B�G+�� (S��	�A)'�E '�G+4�0 c���  ��7)

  �� '�	:���7�� '��  ��_H�� $ (G0 ��)-�: ���+�� �� $ B�1�+�

 #��$� -� ���H+0� �d1 $ �+4���� 	S4 �������  ��G)�  '����
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(� ���O �� *�� .�6� 1�7�(  �70�    '�7�	� �� �7�� *7�  *�76E

'�G+4�0  (F�.D ���[�    �7�$	@� ��7) ��	74 e670   ��$a $

    ���7� ��	7
 N7��9 *7�� -� P�O �� �� (��)	���   �$�7��  �7��

(� ����� N� �� .�66�NAMO #��$� ��4 I�	D� ;�<� �)

 ��	9 (0�	� ���� �� ����(� A�G&
 $�� ��	�: %���   %�7���

��� (+�����  	+7��� �$	��O ��	� �� ����� 	��� $ ���� ��

(� -��.�66�  

�� ]1[   �7� �70� ��� #�.b�  ���7��    '�7�� -� (���	�7��

��� %������������ 3� ����� NP-Complete   f7O .�0�

'a -�  ��]2[  �� ���� '������0 T�� �����   �7� ����� *��

��	� NR� �� %���� 'a ��      �7��$ 37� ��7g B�7D �7� (��)

  ���7�� �7�� �6+�)�� NP-Ccomplete  �7�   (7� ��G7� .�$�

��]3[ ����	� *�1$�  A7�� *��6E �� ���� �7��� ����7���  $

 �� I�) 3���#��X A)(� 	`� �� '��-  T��7��  �,	:  ��7�

�� ����	� �� ���CH   �70� I$	7F�.  �7/�G_� ��7+�� -� ��- 7�	 

I��)�  'a -� fO $ ��	� ��1�
 ��     	7) �7� '��70� ��	7�- 7�	 

I�)  c[
(�6�����	� *��  B�� *�� �� .�  (7G� �7��  �7����


��� Q�
	
 �>�a �� �� �� (�8����   �� %�7��� (��7� �7� �70� 

 A>� (��>� j��� '��$a �� ����.�6� N�  

 ��]4[����	�'���� #��$� ��	� ����8��� �G�� �� �  ���79 �

      �7SC� 37� �7
 k@7�� *�-�7la �7SC� 3� -� �� �	��� ��� 

��� ��� �� %����  (���	��� *�� �� $ ����� (����O�   .�76� �7�

��� ��_�� ��	� �7���	� �0 -� (��>� N�   N7G/ ?��7m$ �7�� ��$

  ;�<�(���	��� #��	�1 NG/ #��	� $��$2 ���H+0�  ���

����	� *�� .���'��6/ n�) �� ���    �� (��7>� 	�7�� '��� �6�>�

(G� *�Go
A) .�	���� *�6E�    NR7� �7� �7� (����� (���

 ��� ����� ��� �9�$ #��$� 	��� �� A�C+��	�l 	`��7�   ��	79

.��� �+,	�  

����	�   �� ��7� �78��� ���]5[      -� (7)$	:	�- N7� �7� ���79

 N8�77��NAMO  N8�77�� %�77� �77�1LP N8�77�� �� .��77� 1LP 

A) 	�l �������-a ��o, �6�  �(�6���
  ;7C,   7��� �7��  (��7�

  �7� ����� �	R�$� .���� N&+� 	��R� �� A�� 3� 	7`� �� 

�H�m$ (:��p�O *+,	:       ��7o, ��7F�� �7� �.7�� (���	�7��

  N8�7�� ��_+�� ��o,  ;�<�NAMO    �7� .��� P)�7� ��

                                                      
1- Navigation Motion Planner 
2- Manipulation Motion Planner 

B��	,�6� N8��� �1LP   ���7�� -� (,�	: NR� �� A)�7� �76� 

 3�  ��-a ��o,���N�  -� N��� ���R+��3�RH
 	`� �	�d7O3 

���0� ����	� .�0� ���a  �� ��7� �8��� ���]5[  (7�  �7����


����	� �� �� (�8���� ��CH   $ �76� N� ��.� �>�a N� �� ���9

'���� #��$� 	� ��C,�� �� ��G�HRP-2 ���� �+,	: ���]6[ .

 %�_�� #�C�C<
 'a -� fO ���  A�� *��6E ;.
	� #��	�

 ����#��X  A7)  '�7�- 	`��7�   ��� ��	79]7 ,8[    N8�7�� N7�)

LP� ( �77��778��� �77� 	77_6� �77��>� ��  N77��� A+���771� 377�

(
s�G+��4 ��	�  N8��� N�NAMO ���	:]9[. 

 ��]10[ N8��� ��� *�1$� ��	�NAMO  �+4�6� ;�<� -�

;�<� �� ���   �7� (7S�<� .���� ���� A�GF
 �+4�6��� ��)

�� �8��� A+���1� 'a �� �1�C� *�� �� �O�����-�0   �70� ���

;C,   ��7� NR7� N�S+�� %���� N����    �7�� #�7�$� $ ;7C, 

(� �� �� %���� �����
'��� N) ����  �7R6�� ���$ �� .�6� ��

      �70� �� �7�  ��7� �76�>� �	7R�G/ 	`� -� ��� �8��� A+���1�

(G� *�Go
 �� �6�>� (���	���  ����� #�/[D� *+���  .�	7�

 ��]11[����� ���NAMO;�<� ��   (70�	� �+4�67��� ��)

�0� ���       *7�� �� ��7� �78��� A+���71� �� �� #$�H
 *�� ��

  A7�� 3� 	� �� (�G/ $ %���� NR� ��	� (+��$�<� �1�C�

(� %�_�� �� .����� ���$ ���]11[  �� (G��3���� ���� ��

���   (��7_��� '�R��  ��7_�      	7�� *�7G) $ ����7� ��7�$ 'a

(� Q.0����	� �
 ���   �$�7<� #�7/[D� �� ���
 �� ����+� ���

�	+0� �� .�6� ���O �0� �6�>� j��� ��  I�	D� ;�<� -�  

  

2- �<	9�=� 5 >�?5�= 

��� %���� ���$���(� �����   	7b� �7���
 N7��9 >��7
  	7� (

����	� (+� .���� �+��� #��$� ��	� �������-(  �7�   n�7)

    �� ��7��� ��76�	R�O $� *�7� �� #��$� ��	� (6RG� 	���

        #�7�$�  ����7� ��7�$  ���7� ��7o, -� v�74 '���7�E 3�

(�    7��� A7�� �76E �7� 3� B�C+�� �� �� 	��� 3� ����
� �7� 

    ���7��� ��7�$ �7� $ ��$a ���$ �� ��4 I�) �G0 �� �����

.����� I�) �G0 �� ()��  	��� ��1$�  

  

   

                                                      
3- Resolution Complete 
4- Probabilistically Complete 
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2-1- 5 <	9�=�     6�@A% B@�C) �@� D�@��� >�EFGH�

�7I�� 

$��J �����1 )iB:( ��� '�R�� '��6/ n�) ��� $ �+���� (���

(� j��<� �+��� ;�<� -� (8�� (/�� ��.����  

) ����� �M��� �����jM:( ����4    $ �7�	� �7����9 ��74

���� (7� (
��X �� $ ������ (���     �7� �766� �7�	� �76���


 $ �+,	: �� �>�a  #��$���� ��4 ��� 	�l �� .�6� ��*�� #��7X 

(� *��0.�6���  

6�@@A% ) '�
NfreeC:(  �� ��-a ��77o,C K77.D �77S��� )1 (

��6�	R�O �/�G_� -� �0� #��./   �7� #�7�$� �>�a �� �� (��)

.����� N4��
 ����� -� 3� n�)  

)1(       
\ ( )free i

i

C C CB= U  

6�A% �O�P) )freeC(cl: ��6�	R�O �/�G_� �� �0� (��)

� �>�a ��$ N4�� �� �L�H� n�) '$�� #��  �7� %�7���    �7� 37�

(� ���O ��G
 A�� �6E.�6�  

6�A% ) ���� 6�Q���	2C-obstacle:( � �C�C� �� �o, *�

 AG+77�)freeC(cl∪freeC   �� ��776�	R�O 377� 	77:� .�770�-C

obstacle   �D�7C
 A�� �6E �� 3� �� #��$�  ���� ��� �9�$

�+���  �� �C�C� �� $ L�H� %���� 'a(��6� �S���) .2(  

{ | ( ) }CB q A q B= ∩ ≠∅    (2) 

 $ ���b %���� ��6�	R�O ��o,) ���� ��o, �1�C� *�� ��

������ ��76�	R�O ��Fg$ $ (�����    (��7>+�� $ (���7+�� ��7)

 k@�� N.9 -� #��$� $ ������ #��7X �   �+70��O $ ��7F� $

.�0� #��$�        (1�7C+�� #�7�	� �7� w�,	7X �� %�7��� �70� ���9

����  .����7� �� %�7��� P4	E �����9 $ �6� ��  G7��(   �7�

3���� ����(� ��� ����� w���_� ����
�   �7��>� �� $ ��7� ��

 �`<1 	) �� #��$�;C, ���� '��
 (��� �� A�� 3�����.  

  

3 -  RS��� RE 6��� 6'�TQ�	2 <U&�V!�NAMO  

 -� (R� �-�� �� ����� #[R��NAMO  �C�C� �� ��

 (7� j��<� ��� �1�C� *�� (�X� I��)� -� (R�   *+,�7�  ��7�

     '�7R� ���7F
 P)�7� ��	7� Q70�6� ���R+�� c$� 3�  ��7)

 %���� ������ �7��� ����7���      x��7� ���7�� ��7o, '�7�� -�

 �� .�0� �_+���1�C�    #�7C�C<
 (74	� -� %�>1� ��  $� P�O

                                                      
1- Fixed Obstacles 

  �7�� 	7)  ��� %�_�� ��NAMO   �7�- 7�	  N8�7��   (7H�+@�

����	� (�����
 $ ��� A��C
    *7�� -� 37� 	7) N� �� ���- 7�	 

N8���  -� .�70� �+,	: ��	9 (0�	� ����   *7��$�   ��+70�� ��

  �7� �0� ��� (��	D (+�:-�� A+���1� 3� ����� *�� N�

     �7� �� (�7X� ���7�� N7� $ A��C
 �	R�$� -� ���H+0� ��- 7�	 

3E�� N8���	
 �_
     	7�- -� 37� 	7) N7� -� fO $ ��	� ��

��� ����� N8���N�       �7� '��70� ��	7� �� ��7� ��7_�� ��7)

(� Q��	
 	��R� �� j���.�6�  

'�G)���: �� �� ) NR�1(    	7) ��  �70� ��� ���� '���

�77� �77�  (+77�:-�� A+���771� *77�� (���774�	, �77.
	� (��770�-$�

*��F
 ��	� ;C,  #��$� (��>+�� $ ��1$� ��F9��   (��7>� '�R�

A�� 3� ����	�(� ����  �7���	� �7� Q�
	
 *�� �� .���  �7��

(� ��4 I�) �G0 �� �	��� ��+��  #��7X �� fy0 $ ����

(� c[
  	`� ���� A�� �� ��� j�@+�� 	��� N4��
 �
 �6�

  (+77�:-�� A+���771� �� .�-�770 ��-a �� ��774 (77+�	� 	�77��

(77��	D77�� -� (���	�77�� ���77�� N77� ��	77� ��77� �77���� '�

������%�: �����(� ��	R
 w�.
	� 	�- ��):���� 

1. .#��$� (��>+�� $ (���+�� ��6�	R�O *��F
  

2. -� 	��� *+,��  ��6�	R�O �G0 �� *�-�la ��6�	R�O

.I�) 

3.  ��	� ����� ���$�<� �� �� #��$� ��	� �� (G�� (��0�6�

.�0�  

4.  A�� (��>� ��6�	R�O *��F
����������� ��	� �� ��

.�0� ��	� �$�<� �� #��$� 

5. .��1$� *+,	: ��F9�� 3� *��F
 
6.  A�� B�C+������������� *��F
 (��>� ��6�	R�O �� ��	� ���

.#��$� ;0�
  'a 

%�: '��� -�   %�7:  z�7, ��7)  ��7)2  $4    $ 	�7�� *+,�7�)

    A7�� (��7>� ��76�	R�O *��F
 7���� �7� ����7�-� (   �7�G)�

 �����4	� �	+����6+�)  *+,	7: 	`� �� �+0��O �� ���
 �� .

 I�	: -�  �1�C� *�� �� #��$� ���� ��o,� 7�����  �7� '��76/ 

	��� ��C�2 �0� ��� ���H+0�      	�7�� �7� �7��
 �7� fy70 .

   �7� L�7H� KG/ %�>H�  I�) ��6�	R�O �G0 �� ��� j�@+��

(� 3G� ������ %���� (��>� ��F9�� �
 �6�������� �� ��

(� �$��� �� I�) �G0 �� #��$� 	��� .��	7: *��F
 �66�

                                                      
2- Roadmap 
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3-1- Y��W'&�V��  

��� I�	:��C� 3� ���   �7&@�� .�70� 	���   37� ��7)

 �	7: �� �0� *�� ������ I�	:  'a ��7)   �� �7� (
��7X ��

(� N&+� A) �� B�� 3� �� �6��� 	��R� ��� ��+0��  ���7�

A) $ #��$� ��6�	R�O ��-a ��o, �� ����� {�C� %�G
 *�6E

�	: -� �	: 3� N9��� ����� ��.�6+�) ������ I�	: ��)  

 ��F� $� ��6�	R�O ��o, 3� �� ������+0� ������ I�	:

(F�g�6E N���� ?�	F
 ��F+� ��)(�	: .���   I�	7: ��7)

  ������iv (��>� ��6�	R�O  #��$� (���+�� ��6�	R�O N���  

 ��8� %�G
 $ #��$�C-obstacle   �7S��� K7.D .�70� �) )3 (

B��  I�	: *�� ��)ije���O  4; $� �� �6+�) (G�C+�� ��)

�	:  �������   	��R�iv  $jv   (7� N7&+� A7) �� ��    �766�

]12[.  

)3(     0 (1 ) ( ), [0,1]ij i j freee sv s v cl C s ≠ ⇔ + − ∈ ∀ ∈  

  

��#��./ ���O 	��      	��7R� �7� �� �	7: $� *7�� �7� (S4

(� N&+� �6���#��X  #��$� ��6�	R�O ��-a ��o, �� N���

�7�

�7�

�	�

�	�

 6�Q���	2 
� ��� �	�� Z [U%�

��TU�� 6�Q���	2 �� ���U��

 �� �& >��5& $8�E �8 �P�� ��O�Q�

$O� �'�8 ����� $'5���

 ������M��� <�� ��T� 6�Q���	2 [		C)

$O� �'�8 '5��� �& >��5& $8�E �8 6�

�	!5� [U%�W $	C\�� Z [		C)

 ��T� 6�Q���	2 �� ������M��� <�� X��U��

�N 6��� ��� [		C)

 ��	� ��� (�R�� $ A�� ���0� ��1$� *+,	: ��F9�� ��

����� ���$ 'a (��>+�� ��6�	R�O �� A�� B�C+��.

 ����� ���$ ��1$� *+,	: ��F9�� �� '��0� '�R��

���� I�) �� �0� 	��	� ��1$� *+,	: ��F9�� �d1.

 ��� *��F
 (��>� ��F9�� �� A�� (��_��� '�R��

 (��_��� ���� �	�� A�� $ ����� ���$  'a ��	�

 �� (G�� ��	� �SC� �d1  �0� 	`� ���� A��

���� I�) �� �0� 	��	� �0� ��� ��	� ����.
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 �� ���� ���
 (+���� .�0� ��� �9�$(F�g�6E T[g�  �7)

 �����'��6/ B��(� �+,	: 	`� �� ������ I�	: ��).����  

  

 
 R��)2 :( Y��W Z 
� ��P�'� &�V�]12[.  

  

  I�	7: �4�0� 7�����  (7�  �� �7���
2( log( ))O n n   %�7_��

(� ������ I�	: �4�0 -� fO .�����
�� '��
   	�7�� *�	7


��6�	R�O '��� �����      �7� �� #�7�$� (��7>+�� $ (���7+�� ��7)

c$� -� ���H+0�A) (��_+�� ��) '�EA*    �	+7�R��� �7� $

�� .�,��  ) NR7�2(       ��7� ���� P��7G� ����7�� I�	7: 37�

.�0�  

����� ��  %���� '��� -� (���	��������������    %�7���

 %���� N��� #��$� ���� ��o, �� ����� �7��� ��7�����  $

A77) .�6+77�) �77��b %�77�����77<� *�776E  %�77��� �	77�:��	9

�����������     �7� �70� (�R7� �� 	�� ���+�� �� �o, *�� ��

  ����� ���$ I�) ��F9�� �� '��0� ��	� ���-a 	��� n�)

 ��8� 	:� �� (6F� *�� ��C-obstacle   ��7��� %���� %�G


 $ ���b -� A/�)���� ����7���    ��7�� I�	7: �4�70 ��	7� ( ��

 ��	9 	`����	�:�+4�0 I�	:  A) ���   �d71 $ ��7� �)��@� �6�

(G�.�	� ���O #��$� ��	� N4��
 -� ���/ �	��� '��
  

 c$� ������� �+,	: �71�C� *�� �� ���   �	7:   I�	7: ��7)

     (��7>� ��76�	R�O  #�7�$� (���7+�� ��6�	R�O N���  ������

 %�G
 ��8� $ #��$�C-obstacle /�  ����� ��) %���� -� A

 $ ���b���� ����7���     �	7: B�7&
� ��+70�� �� .�70�   �7� �7)

	��R�  (� |	,  %�7��� �� ��� �7��� ����7���   ��7o, ��

       %�77��� *+,	77� 	77`� �� .�77����� ��77�$ #�77�$� ���77�

����������� (� }/��  ;�<� ��B�� �� ���  -� ���7./ ��)

 %���� N4�������������  ������ I�	: �� ���	`���   ��	79

.��	�:  

) NR�3(  I�	: 3� -� (��G�������    �� -� �7F� $ N7.9 ��

 A�� *+,	� 	`������������   (7� '�7��  ;�<� ��  .�7)�

'�G)��D (G� �0� k@�� NR� (?1�) �G�9 �� ��  '��7


.�,�� (��>+�� ��6�	R�O �
 (���+�� ��6�	R�O -� �	��� n�)  

  

3-2- ^�=� _P`  

 L�H� KG/)PD ( 3� ��7�F�       '��7�� *�7�F
 ��	7� ��7X�,

 .�0� �D�C+� %���� *�� �D�C
  *+7��� ��7�+4� �� ��   '��7��

�C
	��� �� ����� ����� �� #��$� �D  '�7R�� *�� L�H� KG/  

�� (� �� ���+4� ��  ��7X�, �7
 ���d:     N4��7+� ��76�	R�O 	7)

 N4�� �� �� #��$� -� ��6�	R�O)CB    �7
 �� (�70� ��� �9�$

3����  �� �7� #��$� -� ��6�	R�O) ��-a ��6�	R�O *�	
freeC 

 �.0�<� (�0� ��� �9�$�6�.  

 #��X ��+4� �����  *+���  j�7<� (F�g�6E $�P  $Q 

  �7>� 3� $d   ��7�a( , )d P Qσ   '�7�� ��76)�  ��7
��  *�	7


 'a �� �� �0� (+,���Q  ��+0�� �� (+����d ���� ��� ��

 -� (CD�6� �
P  $Q    ��	7� L�7H� 	��7R� N4�� �� ��  -� �7��

 .���� ��� 	��R�( , )d P Qσ  (F�7g�6E $� *�� L�H� KG/

P  $Q  ��+0�� ��d   (7� ��7����      L�7H� K7G/ N9��7� .��7�

( , )d P Qσ *��  P  $Q  N9��7� �C�C� ��( , )d P Qσ   �� �7�

 *RG� #�>� %�G
 *+,	: 	`�d .�0�  ( , )P Qσ   K7G/ %�7� ��

(1�C+�� L�H�1 (� �+4�6� ��� ���]13[. 

��1�F, 	+���_�� ��)%� �� �+,	: �-��PD   L�7H� KG/ 	�

) (1�C+��tPD    �D�7C+� A7�� $� ��	7� .����� ��	G
 (A  $B  
tPD �S��� �� ���
 �� )4 ( �7�     (7� ?7�	F
 	7�- NR7�  :��7�

B�77G/� B�77C+�� *�	77+G�) %�77��� -� (77R� 	77� ��77�A ��	77� (

) 	�� A�� -�  'a �-�0���B(]14[.  

)4 (( , ) min{ | int ( ) }tPD A B d erior A d B= + = ∅I  
�� �-���� ��+0�� �	�:tPD  ��1�A+�    (��74 ���7�� ��7)

  �70� ��7��� j�<� 	�l $ j�<� %���� *��.    *7�� 	+7���

A+���1����O 	� �) B��	, ��6�Minkowski Sum ��O� ����

��77��.770�<� �77C�C� �� .�77�� tPD  *+,�77� �77� �770� 	77��	�

3����    ~S70 	7� �7SC� *�	
Minkowski Sum   �7SC� �7
 

�77�	�]13[�77/�G_� 	77:� . ��77)���	� -� ��A  $B  ��77���

                                                      
1- Translational penetration depth 
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  �6���Minkowski Sum �a �7S��� K.D �>    	7��	� �7/�G_�

�� �0�:  

)5(                              { | , }A B a b a A b B⊕ = + ∈ ∈  

'�G) ��7D  � �7� � ) NR7�4(     $� �70� ��7� ���� '�7��

  $ ���77� ��776�	R�O ��77o, %�77>H�Minkowski Sum  ��

.����� (���R� (�$	4 �C�C�  

  

3-3- Y��W 
� �'�=UO�'&�V��  RE 6�UO�& &' ^�=� _P` 5

 RS���NAMO 

 #�<�g�
 �� ���
 �� �8���P@� ����)�   N.9  {�7.
�� ��

  $ L�7H� KG/ ��Minkowski Sum    �7� �70� k@7��   ��

j�77@+�� 	�77�� -� (+G77�9 �D�77C
 #��77X �G770 �77� ��77�

 (7�  ����� �_��� A�� �6E �� 3� �� (��>� ��6�	R�O  '��7


���� *�	+G� �� �� �D�C
 *��.�	� I	D	�  (���  

�� ) NR�5(    A7�� $� �7� ���� ��o, 3� (?1�) �G�9

�����������  ;4 ���O $ �0� ��� ���� P��G�L1   	�7�� -�

j�@+�����  �� A��M1 ��     	�7�� 	7� ��7��� A�� *�	4a

  (j) �G7�9 �� .���� �D�7C
  �0� (��@+��11 ( )ML CB⊕ − 

 (776F�Minkowski Sum  ;774 ���77OL1  ��77o, �776�	9 $

 B�� #��$� ��6�	R�OM1  ��	� �SC� �� �.��M1   '�7��

     �7� �7��
 �7� (�) �G7�9 �� .�0� ��� ����Minkowski 

Sum NX�����   -	7� �
 ��X�, *�	+G�Minkowski Sum 

) L�H� KG/ N9��� '�G) ��d   �G7�9 .�70� ��� �.0�<� (

 ��� (�)'�����6)�1d M⊕   '�7G) ��Minkowski Sum 

A�� M1  �>� $d .�0�  

  

4 - �)�aO��� b�U�  

 *�� ��  �71�C�  N8�7�� �7��G�     ;70�
  #�7���� -� �7+,	:	�

%	����,� MATLAB ��.���� �-�0   (��7)��+��, ;7C, .���

       #�7���� �� ��7��� ���7�� 	���7C� �7� �7>�a ����C� '�R�� ��

 �����NAMO  %���� ���F
 �6���  ���� ���$������� ��  

  �7��� #�7F,� N� ���F
      ���7�� N7� '�7�- $ %�7��� (��7�

 .�6+�)'�G)��D  (7� ��)��� ��    c$� -� ���H+70� �7� ��7�

�8��� N� � �� ��� ���d� ��)��+��, -� (R� N9���  �1�C� *�

.�0� �+,�� ��.>�  #����� �� ����� 	m�6+� ��+��, �� �.��  

  

      
(?1�)      (j)  

 R��)3:(  Y��W Z 
� ��P� (B!�)'�&�V� ��<9�Q� Y��W Z 
� ��P� (c) .'�&�V� <9.�Q�  

  

  
 R��)4:(  <�� 5' �d��) 
� ��P�A  5B� �A%6  ���� 6�Q���	2���
� �8  <�� >��5&A '�� e�%   

 5Minkowski Sum  <�� �Q�\A  X�EB]14[.  
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(?1�)  (j)  

    
(�)  (�)  

 R��)5 :( f� �&�21L  <�� ������������� 1M .(c) .'&�' �d��)
11 ( )ML CB⊕ −��� ��g	� [�UP8 .(h) .� 6
�O��� 6��� ���L1  51M 

 ��d  .(') .$O� ��� �'�' i�P�( 1)d M⊕  

  

 X5��)1 :(>j��� &' '���� ���P� RS��� RE b�U�  

����� '��C)  

����� �M��� 
(�	��J) ���
 

����� '��C)  

��� �M��� 

>�C%' R8 '��C)  

��M��� 

 a b c d e a b c a b c d 
2 409/0 N/G N/G N/G N/G 2 2 N/G 2 2 N/G N/G 

3 122/1 N/G N/G 01/0 N/G 3 N/G N/G 6 N/G 214 N/G 

16 669/3 5/6 N/G N/G N/G 6 6 N/G 7 6 N/G N/G 

7 296/2 N/G 77/0 03/0 N/G 5 N/G 6 6 N/G 2100 6 

10 400/0 N/G N/G N/G N/G 2 N/G N/G 2 N/G N/G N/G 

4 352/0 N/G 08/2 N/G N/G 2 N/G 4 2 N/G N/G 4 

4 809/0 N/G N/G N/G N/G 2 2 N/G 2 2 N/G N/G 

92 844/47 9 N/G N/G N/G 6 6 N/G 6 6 N/G N/G 

4 509/0 N/G 05/0 N/G N/G 1 N/G 2 1 N/G N/G 2 

4 640/0 N/G 10/0 N/G N/G 4 N/G 2 4 N/G N/G 2 

27 978/2 N/G N/G N/G 29 2 N/G N/G 2 N/G N/G N/G 

22 467/5 N/G N/G N/G 22 6 N/G N/G 6 N/G N/G N/G 
N/G : Not Given 
a: Our method (Intel Core i5 2.50GHz with 4 GB of memory) 
b: [5] Pentium 4, 3GHz) 
c:[6] (Intel Pentium M, 1.6Ghz) 
d: [9] (1.66 GHz Intel T5500 processor with 1GByte of memory) 
e:[8] (Pentium 2.40GHz with 1GB of memory) 

  

  

M1

L1

d
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R�� )6:( .�!��� [� &' ����� RS��� RE ���
 5 >�	�'� &' '���� RS��� RE ���
 �����  

  

 

  
 R��)7:( ��� ����� '��C) ������.�!��� [� 5 >�	�'� &' '���� RS��� &' ��� ��  

 

 
 R��)8 :(��� >�C%' R8 '��C) ������.�!��� [� 5 >�	�'� &' '���� RS��� &' ����� ���  
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 �� ����� 3� N� ��	� ��� j��+�� '��- #�� �6E	)

  (7G� ��7��� #�C�C<
 	��0 �� �.�� �1�C� *��   ��7�F� �7���


  A+���71� ��7�9 ��	� (.0�6�      (71$  �7��� ��7� �78��� ��7)

 7��	D (+�:-�� A+���1�    '�7�- �� �70� ���79 ��7� (  (��7)

 N� '��-  ����� (4	� �� (+� $ ��	� N� �� N8��� B�CF�

��@� ��.>� �� �>�a  NR�)6( .'�G)��D  �� �7�  ) NR7�7( $ 

)8(   �	7R�$� -� ���H+0� �� �1�C� *�� ��  �0� ��� ���� '���

 %���� ���F
 (��@+��������� ��  �7��� #�F,� ���F
 $ (��7� 

��	R� 	��=
 �� %����   ��7��� ���7�� N8��� �� �.�� �� $ ���

�+,�� P)��.���  

  

5-U�	�MW	�6 �P� 56�Q�  

����� (0�	� �� �1�C� *�� ��     %�7��� '�7�� -� (���	�7��

����������� (NAMO)  .�� �+4��	O'�G)���:    %�7� -� �7�

  ��  �70� k@�� �����NAMO  �7H�m$ $�   $ (���	�7��

���� (+���� %���� (���'����
    �� �7C�C� �� .���7� %�_��

��     ���70$ 	7) �7� $ #�7�$� -� ���7�� *     �7����9 �7� �	7��

���� 70���� �� %���� (���  (7� ��7`+��  �   ���H+70� �7� �7
 �$� 

A)NG/ $ (���	��� '�6, -� '��- �  %�7��� ��$  -� �� �	�7�

�SC� 3� .�6� (D k@�� I�) 3� �
 *�-�la �	����  -��7� 

  ;�7<� �� ���7�� *��   $ ���7� ��7) A7)���   k@7�� �7+@�

(����G� .��� ;�<� -��� ��)�*�(� �� (6�6E   -� f7O '��7


  A7) (7F�.D ���9$ (4	� T�9$     '�7,�D $ �71�1-  N�70 '�7E

.�	� ��)���  

  '�7R� '��� %��F��� -� (��� �� �_+�� ���- ����� ��o,

 %���� (��>����� ����7���      (�7X� #[R7�� -� (7R�  �70�

 �-�77�NAMO  (77� j�77�<� .��77�   N77�1� *�77G) �77�

 %���� ��	� ��o,  '�	�)$�O �7��� ����7���   �$�7<� ��

(�  �$�7<� �� 	_6� #��$� ��	� ��o, '�	� �$�<� .�66�

j��� ��o, '�	�2 ��� .�� �)��4  

P)$�O -� 3� n�) ��     �7� �71�C� *7�� �� ��7� �$	� ��)

 �$� �	+��� ��	G
 3� (��>� '�R�  �0� �+,	: #��X �>�a

 A������������� 3� ��  (7G� k@7�� ����    �7� �7R�� 2��7�

 A��  �_+�� c$� 3� -� ���H+0���#��X   �� %�7: �� %�:

��� v�4 �>� 3�� {	� 3� '��� ��	9	� fy0 $ ��� ��

                                                      
2- Solution Space 

 $� B�&
� B��� ��	�)-�	 �o,    *+,	7: ��	79 �7����9 �� ��-a �

 �� B��0 3� �� A�� �� $ #��$�.9    (�70� ���7� �$�7�� w[

(� (0�	�.���  

 #��$� ���� ��o, �1�C� *�� ����#��X   	7`� �� �+0��O

   I�	7: %�7>H� $� -� ���H+0� �� $ �0� ��� �+,	:� �7����  $

     %�77��� (��77>� ��776�	R�O �77� ��77� c[77
 L�77H� K77G/

������������ �      *�7G) �� �6+7�) #�7�$� �7�	� ���7� ��

  ���H+70� .��	: k@�� 	+G� '��- I	X �� $ �+0��O ��o,

(� L�H� KG/ %�>H� -�  A7�� 3� (��>� ��F9�� *+,�� ����


����������� ���0 Q
�	� �� ��   -� ���H+70� �7� �� �	E 2�6� 	


��� �� �-��� %�>H� *���   7�� %�7: �7� %�: (���  (70�	� $ A

�4 {	� 3�.����� ���$ v  
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