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�{�� Ã�Ìn¿�¾Ì»Pe�|ÀÅ{� �Z�fyY� {Ây� Ä]����� Ä]�¾ËY�
,\Ìe�e�dË�Ë|»�Ã�Ìn¿��¾Ì»Pe�Ä]�Ê°Ë��Y�ºÆ»�¾Ë�e�Ã�Âu�ZÅ�
ÉY�]�½Y�Ë|»�Á�½Y�^Å��ÊËY�mY�½Zf��Z¼Ì]�ZÅ�¶Ë|^e�Ã|��
d�Y����� Ä]��Zv·�ÊzË�Ze�cÓZ¬»�� {ÂmÂ»�{�ÄÀÌ»��

dË�Ë|»�Ã�Ìn¿��¾Ì»Pe��{��ËZÀ��ÊÀf^»��]�µÂ�v»�|À¿Z»�
|Ì·Âe�Á�Ã{�yÊ�Á�§��¯�¼f»�Ã|��|¿Y��,¶Ì·{�¾Ì¼Å�Ä]��Ôe�

½Y�´�ÅÁ�a�Y�]É�Ä �Âe�ÄË��¿�ÉZÅ�Ã�Ìn¿��¾Ì»Pe�Z]��ËY���
�Zy��{�d À��Á��Ìv»�ÉZÅ�,¶»Z��Ä]Ã�ËÁ��z]�cZ»|y�
Ä»Y{Y�{�Y{����,�����Á��������

�ºÆ»�ÉZÅ�Âf¯Z§��Y�Ê°ËÃ�Ìn¿��ÉZÅ�¾Ì»Pe���Y|ËZa�dË�Ë|»
dÌ¨Ì¯�Ê»�|�Z]��Ä]�Â�À»�­�{��dÌ¨Ì¯�dË�Ë|»�Ê�Z�Y�µÂ�Y
� �{Ä°^��ÉZÅ�� ��Âe� ÊeZ»|y� Á� É|Ì·ÂeºÌ¼�e�½Z³|¿�Ì³�,

�¸Ìf�Y���Ä]�½Y�Z°¼Å�Á�Á��Ìv»�dyZÀ�ÄÌ^��É�Z����Z�Y��]
� ÄË��¿É�Z]�ZÅ�� ,|ÀfyY{�aZÆ¿M��ÌiPe�� Á� �Zf§�É�eY�f�Y�ÉZÅ�

�Ê¿Z�¿Y�¶»YÂ�Y�,��dÌ¬§Â»��]��dÌ¨Ì¯�dË�Ë|»Ã�Ìn¿�¾Ì»Pe�
Á�Ã{Y{��Y�«�Ê���]�{�Â»�]�lËZf¿��Z�Y�]Ä�d�{M��Y�Ã|»�¾ËY

�ÅÁ�a,�Âf¯Z§� �c�ZÆ»�½ZÀ°Ë�Z]� Äq�Zb°Ë� ÊfyZÀ�� ÉZÅ
� Ã�Ìn¿�� �ZfyZ�� �Y� �Ê¿Z�¿Y� ¶»YÂ��¾Ì»Pe,��ÌiPe��Á� d^j»

�Äf�Y{�É�Z]�{�°¸¼���]�É�Y{ZÀ »d�Y�������
ZË�Zb»Y���½Y�Z°¼Å� Á��»X� Ä¸ÄÀÌÆ]�É�Z����{� Ä§|Å|Àq
� Ã�Ìn¿�¾Ì»Pe�Y�,�]� ÉY�]Ä� d�{M½{�Á��ÄÀÌÆ]� ÉZÅ�ZÌ »

��Á���Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�,{| f»dË{Á|v»�ZÅ��Âe�Za�¶u�ÉZ�§��{
� ÄË��¿� �Y� Á� Ã{Y{� ��f�³É�Z]�ZÅ��cZ¼Ì¼�e� ~yY� ÉY�]

�Ã{Z¨f�Y� ½ZÀÌ¼�Y� ¹|�� �ËY��� Z]� Ä¸]Z¬»� ÉY�]� ½Z^Ìf�a
�|¿{Â¼¿���.�ÂX·�²¿YÁ�Á���É�ÂXe��{��¿�µ{Z e��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]
É�Z]�ZÅ�� Ã�Ìn¿��cZ»|y�­�Y|e� �{�dÌ¨Ì¯�µ�fÀ¯¾Ì»Pe��Y�

®�Ë��Á�Ã{Â¼¿�Ê���]À¯��]�c�Z�¿�t���Á�{ÂmÂ»�ÉZÅ�µ�f
Ã�Ìn¿�� ¾ËY� �{� Y�� dÌ¨Ì¯��|¿{�¯� ¾ÌÌ e���� ÂÌ¯���Á

½Y�Z°¼Å��É�ÂXe� �YÉ�Z]�ZÅ�� Ã�Ìn¿�� �{¾Ì»Pe���{�cÓÂ�v»
Ê�ËY���Ä¯�Á{�Ã{�y�Á�§��Y�®Ë��|Ë�y�Ã|ÀÀ¯|Ì·ÂeÊ»�|ÀÀ¯,�

�{�� ½ZË�f�»� �Y�Z]� ÉÂnf�m� ÉY�]� ,cÓÂ�v»� |Ë�y�Ã�Æ]
Ã{�]�� �{� Y�� ½ZË�f�»� �Zf§�� Á� Ä¸]Z¬»� �ÌÌ¤e� Z]d�ZÌ��ÉZÅ�
Ã{�y�|¿{Â¼¿�Ê���]�½Z�Á�§����� �

� Ã�Ìn¿��ÄÀÌ»���{�É{ZË��cZ¬Ì¬ve¾Ì»Pe�½Zf��Z¼Ì]� ZÅ�Á
{YÂ»�ÊËÁ�Y{�,d�Y�Äf§�³�c�Â��¾q���ÉZÅ�Âf¯Z§�½Y�Z°¼Å�Á
�iR»�� Ã�Ìn¿�� �]¾Ì»Pe�½Zf��Z¼Ì]�ZÅ��dÌ¼ÅY� Á� ¾ÌÌ e� Y�

Äq�Zb°Ë� Ã�Ìn¿�� ¾ËY� �{� cZ�Ô�Y� É�Z�¾Ì»Pe��½ZÌ]� Y�
|¿{Â¼¿������� Ã�Ìn¿�� Z]� Ä�]Y�� �{¾Ì»Pe��Ê§��»� {YÂ»

½Zf��Z¼Ì]�,ZÅ½Y�Z°¼Å�Á�½ZÌ»Ô£��Ä]�|Ë|m�É{�°ËÁ��ÄWY�Y�Z]
� Ã�Ìn¿�� �{� Á�Y{� Ê]ZË{�¾Ì»Pe�� ÊËÁ�Y{� {YÂ»|ÀfyY{�a�����

ZË�M��� �ÅZ¯� ÉY�]� ½Y�Z°¼Å� ÁÄÀË�Å�ZÅ�� Ã�Ìn¿�� �{¾Ì»Pe�
� Ä¸¼m� �Y� ½Z»�{� Á�d�Y|Æ]�cÓÂ�v»dÀ¸b¼ËY�ÉZÅ��Ê¿Y|¿{

� ÓZ]� É�Â·ÂÀ°e� |À»�ZÌ¿� Ä¯Ê»�|À�Z]��cÔ°�»� Ê���]� Ä]
� �{� {ÂmÂ»ÄÀÌ»���É�Z°¼Å� �{� Ã�Ìn¿�¾Ì»Pe��cY�ÌÆne�¾ËY
�|ÀfyY{�a������»Y�� Á� ZfaÂ³��� Ã�Ìn¿��Ä]� ÃZ´¿� Z]¾Ì»Pe��Ä]

À�ZËÂa� ºf�Ì��®Ë� ½YÂ�{�°ËÁ�� �Y�µ|»É�Z��ºf�Ì��ÉZÅ�
                                                           
1� Stiller 
2� Zamarripa 
3� Liu�& Wang 
4� Qi 
5� Chen 
6- Arya 
7- Gupta & Ramesh 
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�µZ�ºÅ|¨Å�±��Ã�Z¼������½Zf�»��������� ����    ��

É�Ì�¨e���ISM��ÉY�]�¶»Z e�¶»YÂ���iR»��]�Ã�Ìn¿��¾Ì»Pe�
d^«Y�»�ÉZÅ�Êf�Y|Æ]�|ÀÅ��{�Ã{Z¨f�Y�|¿{�¯������ 

Ê�Â»Ã{Y���� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]� ½Y�Z°¼Å� ÁÄ»Z¿�]�É�Ë���|Àq
Ä§|ÅÉY�]�,�ºÅ�½|¿Z���¶«Y|u�Ä]�½Z»�ÄÀË�Å�ZÅ��cZ��Z¨��Á
{�ÁM�]� Ã�Ìn¿�� Ã|�¿¾Ì»Pe�� ÊËÁ�Y{� {YÂ»Ã{�¯� Ã{Z¨f�Y���Y� Á

�{�°ËÁ�Ä»Z¿�]�É�Ë���dÌ �«�¹|��Ê���]�ÉY�]�Ê·Z¼fuY�ÉÂ«
�Ì¤f»� ¶»YÂ��� �z�»Z¿� Ã�Ìn¿�� ÊuY��� ÉY�]¾Ì»Pe��{YÂ»

�ÊËÁ�Y{�|¿{�]� Ã�Æ]������ �Ì¿� ½Y�Z°¼Å� Á�Ê¸»Z��¶^m��{� Z]
� ½ZÀÌ¼�Y� dÌ¸]Z«� ¾f§�³� ��¿� ÁµÂ»�§�É|À]�� ÊËÂË�ZÀ�Ä]�

�Ä°^��ÊuY��¾Ì»Pe���Y�É�Ì³Â¸m�ÉY�]�Á�Y{ÄÀË�Å�ÉZÅ��Ê�Z¿
�|ÀfyY{�a�½ZÀÌ¼�Y�¹|��¾f§�³���¿��{��Y�������

�½�«�Êf]Z«���Ìv»�cÓÂ�v»�ÄWY�Y�|À»�ZÌ¿�º°Ë�Á�d�Ì]
ÄÀË�Å� ÊËY�Z¯� Z]��d�Y�dÌ¨Ì¯� Á��ËÁ���ÉÓZ]� sÂ��� ,ÉY

�Ä]� Ê]ZÌf�{� |Ì¸¯� ,dÌ¨Ì¯� Á� É�Â·ÂÀ°e� �z]�iY� dË�Ë|»
�[Â�v»� Ê¿ZÆm� Êf]Z«�� ÃZ´ËZm� dËÂ¬e� Á� dÌ¨Ì¯� {Â^Æ]� �

Ê»{Â�����µZ�� Ê�� �½Zf��Z¼Ì]� �ÌyY� ÉZÅ�Z]� Y�� {Ây� ZÅ
d�ZÌ�� ,Zf�Y�� ¾ËY� �{� Á� Ã{Y{� ¦«Á� Ê�Ìv»� cY�ÌÌ¤e�ÉZÅ

{�°¸¼��Ê]ZË��Y�dÆm�É|Ë|m�� Ã�Ìn¿��cZ»|y�ÄWY�Y¾Ì»Pe�
½Zf��Z¼Ì]Äf§ZË� Ä �Âe� ZÅ��d�Y����¾ËY� Ã�YÂ¼Å� Z»Y� ��R�µY
Ê»�s��»Ê»�Ä¿Â´q�Ä¯� {Â���{�cZ»|y�ÄWY�Y�dÌ¨Ì¯�½YÂe

�{Y{� �Y�«��nÀ��{�Â»� Y�� ZÅ|uYÁ�¾ËY������dÌ¨Ì¯�Ê]ZË��Y
Ä^Àm� Á� {Z ]Y� Ä]� ÄmÂe� Z]� Ê¿Z»�{� Á� Êf�Y|Æ]� cZ»|y�ÉZÅ

½{Â]�Ã|ÌrÌa�Á�½M�¦¸fz»�Ã{Z���Z¯�,ÊeZ»|y�ÉZÅ|ÀËM�§�ÉY
d�Y� É�^f »� Á� ªÌ«{� ÉZÅ�Y�]Y� |À»�ZÌ¿� Á� Ã{Â^¿���Ê���]

� Ã�Ìn¿��½Z³|ÀÀ¯|Ì·Âe�½Z¼Å�Ä¯�½Z»�Z��®Ë�É{Á�Á¾Ì»Pe�
Ê»� ¶Ì°�e� Y�|Å{,�ºÆ»�Ê¨Ì¯� ÉZ¬e�Y� ÉY�]� �z]� ¾Ë�e

Ä]�½Z»�Z��®Ë�cZ»|yÊ»� �Z¼�� �{Á��{Ê·Zu��Y� Ã{Z¨f�Y� Ä¯
�Ã�Ìn¿��dÌ¨Ì¯�dË�Ë|»Ì»Pe¾��Y��É{| f»��§ZÀ»Êa�{��,{�Y{

� ½M� ÉY�mY� �Z¯Ã{Z�� ½Y|ÀqÉY�� �d�Ì¿�Á� �ZÌ¿� Ä]� ÄmÂe� Z]
½Zf��Z¼Ì]�dÌ¼ÅY��Á� ÓZ]�dÌ¨Ì¯� Z]� Ê°��a�cY�ÌÆne� Ä]� ZÅ

� {ÂmÁ¾Ì»PedÌ¸]Z«� Z]� ½Z³|ÀÀ¯É�eY�f�Y� Á� ZÅ� ÉZÅ�¦¸fz»
¾Ì»Pe�Ê°��a� cY�ÌÆne,��{��ÅÁ�a� ¾ËY��Ê���]� Ä]� Y|f]Y
��Zf§�¾Ì»Pe�Á�½Z³|ÀÀ¯É�eY�f�Y�[Zzf¿YÉZÅ�M¿ZÆ��d]Z«���{

�´Ë|°Ë� Z]�Z]��Z]� É�ÂXe� �Y� Ã{Z¨f�YÉ� ÄfyY{�a� ZÅÊ»{Â���Á
��b�� Z]Ê¼fË�Â´·Y� ÄWY�Y�� ½M� ªË��� �Y� Ä¯¾Ì»Pe�½Z³|ÀÀ¯� �

Ê]�dÌ¨Ì¯� �Y�É�Ì³{ZË� Z]� �ËZ�¾Ì»Pe]�½Z³|ÀÀ¯��ËY�§Y�ÉY�
ÉZÅ|»M�{�{Ây�� Á� dÆm� ZÆ¿M� Ä¯� Ê�Ôe�Ä]� ½|�� ¶Ë|^e

                                                           
1- The Interpretative System Modelling 
2- Mosazadeh 

¾Ì»Pe�Ã|ÀÀ¯Ê»�[Â¸�»|ÀÀ¯Ä]�d^�¿� ,�ÄÌ^��Ã�Ìn¿��É�Z�
¾Ì»Pe�¹Y|«Y�Ê»|ÀÀ¯���Z]f��Z¼Ì]�ªË����Y�Ê�ËY���µZ¼�Y½Z�ZÅ

Ê»� ÄfyY{�a� ½M� ½ZÌ]� Ä]� Ä·Z¬»� Ä»Y{Y� �{� Ä¯{Â��Á��[Zzf¿Y
�¾Ë�fÆ]¾Ì»Pe�Y�½Z³|ÀÀ¯�ªË���½Y�Ë|»�½Zf��Z¼Ì]�ÊËY�mY,ZÅ�

��»Y� ¾ËY� Á� Ã|�� �f�Ì]� ½Zf��Z¼Ì]� �{�cZ»|y� ÄWY�Y�dÌ¨Ì¯
Ê»� �nÀ»� �Ì¿� ½Zf��Z¼Ì]� ÉZÅ|»M�{��ËY�§Y� Ä]�Êfu�{{�³�

Ä¯� d�Y� dÌ¼ÅY� �WZu,�ÃÂÌ��ÉY���{� ½ÂÀ¯Ze� |�� ½ZÌ]� Ä¯
�d�Y�Äf§�´¿��Y�«�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�½Y�ËY�Ê¸yY{�cZ ·Z�»��

��

����µ|»��
� Ã�Ìn¿�� dË�Ë|»� ½YÂe� ,É�Â·ÂÀ°e� d§��Ìa¾Ì»Pe,��ÉY�]

½Zf��Z¼Ì]�ZÅ�� Á½Z»�Z��ÉZÅ�ÄWY�Y� Y��½Z»�{� Á�d�Y|Æ]��Ã{�¯
�d�Y�� {Á|u��»�a� d��§� �Ó{� {�ZÌ¸Ì� �Y|¿YÄÀË�Å�ZÅ��Z]

� tÌv�� dË�Ë|»ÄÀË�Å�ÉZÅ��d¼�«� �{� ½Z»�{� Á� d�Y|Æ]
�Ã�Ìn¿�¾Ì»Pe�d�Y�Ã|��Ã{��¾Ì¼ze�������|»M�Z¯�dË�Ë|»
� Ã�Ìn¿�¾Ì»Pe�� Ê°��a� cY�ÌÆne½Zf��Z¼Ì]�ZÅ�ÃÁÔ���]
��ËY�§Yd^«Y�»�ÉZÅ��a�h�Z]� �Z¼Ì]�Êf�Y|Æ]��{�µÂa� �Y|¿Y

��Ì¿�Ä����¾ËYÊ»�{{�³� 

� ½Zf��Z¼Ì]� �ÅÊ»�|¿YÂe�� �Y� �f¼¯� �{����®Ë� d�Z�
¾Ì»Pe� ÉY�]� Y�� Ê°��a� cY�ÌÆne� Ã|ÀÀ¯¾Ì»Pe��Ê§��»� �ZÌ¿
� {Ây�|]ZÌ]��»� Z»YX�ºf�Ì�� ,Ä¯� d�Y� ¾ËY� hv]� ¶]Z«� Ä¸
Ã�Ìn¿�¾Ì»Pe�� �{� ½Zf��Z¼Ì]Ã|¿�Y{�]���Y� Ê¨¸fz»� ÉY�mY
¾Ì»Pe�,|Àf�Å�½Y�Z¼Ì]�Ä¯�ÊËZÆ¿�É�f�»�Ze�ÄÌ·ÁY�{YÂ»�Ã|ÀÀ¯
Ê»�|�Z]�Ä¯��ÉY�Y{�{Ây�,�»Zm�ºf�Ì��¾ËY�ÉY�mY��Y�®Ë�Å
�Ë�ºf�Ì��ÊËZÅ�|Àf�Å�¦¸fz»�{Z ]Y�Z]���¾Ë�fÆ]�[Zzf¿Y��a

¾Ì»Pe�É{ZË�� {Y| e� ½ZÌ»� �Y� Ê°��a� cY�ÌÆne� Ã|ÀÀ¯� �
¾Ì»Pe�»�,Ã|ÀÀ¯X�Ê¬¸e�Ê¼Æ»�Ä¸Ê»�{Â��Ã�Ìn¿���{� �¾Ì»Pe�

� ,½Zf��Z¼Ì]¾Ì»PeÊ]� ½Z³|ÀÀ¯�Z]� {Y{�Y�«� |¬�� ÉY�]� É�Z¼�
½Zf��Z¼Ì]Z]� ZÅ�Ê»� d]Z«�� Ä]� ºÅ�|¿�Y{�a��Z�Y�]��¾Ì¿YÂ«

� ,Ê°��a� cY�ÌÆne� ¶¯� Ã�Y{Y� �{� {ÂmÂ»Ê»���§{Â���Ä¯
ÃZ´À]�ÉZÅ��É�eY�f�Y��Â¿�Ä��[Zzf¿Y�ªu��Y�Ê°��a�cY�ÌÆne

Ê]� Á� ÓZ]� dÌ¨Ì¯� Z]� ,¾ÌWZa� dÌ¨Ì¯� Z]��|¿�Y{�Ây�]� Ä¿Z§��
�[Zzf¿Y�ÃZ´À]�¾Ì·ÁY�Ä¯�É�eY�f�Y��Å��Z�Y�]Ê»�|À¯�ÃZ´À]�,

�c�{Z^»�Ä¸]Z¬»�É�eY�f�Y�®Ë�[Zzf¿Y�Ä]��Ì¿�¹Á{Ê»�{��Á��Á
�d�Y�¾°¼»ºÌ¼�e�ÉZÅ���{�Y��ÊÆ]Z�»d]Z«��µÁY�ÃZ´À]�Z]��Á

¶Ë|^e��ÃZ´À]�Ä]�½|��½YÂÀ��Ä]�[Â¸�»¾Ì»PeÃ|ÀÀ¯��}ZzeY��Ì¿
�|À¯��{�¾ËY�Ä·Z¬»�ÃZ´À]�ZÅ�=ϭ͕Ϯ͕͙͕ n�i�Ê»�|À¿YÂe�É�eY�f�Y�ÉZÅ

�É�eY�f�Y��Â¿�Ä��¾Ì]��Y�Y��{Âyj=1,2,3��|ÀÀ¯�[Zzf¿Y���{
�[Zzf¿Y�ÉY�]�É�eY�f�Y�ÉZ�§�ZnÀËY�eY�f�YÉ�ÉZÅ���Y�¦¸fz»



 

��{�Ê·|»�ÄWY�Y
½Zf��Z¼Ì]�Ê°��a�cY�ÌÆne�¾Ì»Pe�Ã�Ìn¿��dÌ¨Ì¯�dË�Ë|»
 

�Y�Ã{Z¨f�Y�Z]
�

�É�ÂXe
É�Z]

ZÅ�
 

 

 

  ��� �������������������������������������µZ�ºÅ|¨Å�±��Ã�Z¼������½Zf�»����� 

ÃZ´À]� ÉÂ�� Ä�Â¼n»� ZÅSj�� �d�Y� {ZÆÀ�ÌaÊ»�{Â���Ä]� Ä¯
��Y�¶Ì¸ve�d·ÂÆ��\^�S2��dÌ¨Ì¯�É�eY�f�Y�Ä]�Ã�Z�Y�ÉY�]

� �Y� ,¾ÌWZaS1�� �Y� Á� ÓZ]�dÌ¨Ì¯�É�eY�f�Y� Ä]� Ã�Z�Y�ÉY�]S3�
Ê]�É�eY�f�Y�Ä]�Ã�Z�Y�ÉY�]�{Â��Ã{Z¨f�Y�Ä¿Z§�����ZÌ�]�Äf°¿

�ÄnÌf¿� �]� ÃZ´À]� Á{��Å�ºÌ¼�e�Ä¯�d�Y�¾ËY�ºÆ»Ä¸�Zu��ZË
ÄnÌf¿�d]Z«��Ä¯�ª|»M�{���Ã|Ì»Z¿Ê»�{Â���ÌiPe��d�Y{�|ÅYÂy��

�[Zzf¿YÉ�eY�f�Y�ÉZÅ��¹�Ì¿Z°»�µZ¼�Y��ËY��� �{�¦¸fz»
� �{� ÄÌ^Àe� Á� ªËÂ�e{Y{�Y�«� |¬�� dÆm� d]Z«��ÉÂ�� �Y�

� cY�ÌÆne� Ê�Z¬f»� Ä¯� ½Zf��Z¼Ì]Ê»�|�Z]�\�¯� \^�� ,
� ÉÂ�� �Y� Ê¨¸fz»� ÉZÅ|»M�{ÃZ´À]�ÉZÅ��Ê°��a� cY�ÌÆne

�|��|ÅYÂy � ,É�eY�f�Y�®Ë��ÀË�³� Z]� ÃZ´À]ºÌ¼�e�ÊËZÅ��Y�
�¦¸fz»�ÉZÅ|»M�{�\�¯�ÉY�]Ê»�{�Ì³��{Y|�Y��Y�¶°�f»�Ä¯

�d^j»�Á�tÌv�»Ê�|�Z]��Ä·{Z »�ª^��Á���Z]�Á|»M�{��]Ze�Yi�

�Ä^�Zv»»Ê�{Â���������
Y(i) = Y i (S1, S2,..,Si,..., Sn) ��������������������������  

�ÃZ´À]�|»M�{�Ä¯�d�Y�É�Á���Äf°¿�¾ËY�Ä]�ÄmÂei��Ä¿�¬§�
�� ÃZ´À]� {Ây� É�eY�f�Y� Ä]Si�Ê�ÀË�³� É�eY�f�Y� Ä]� Ä°¸]� ,�

�´Ë{�ÃZ´À]�ËZÅÊ��ÄÀÌ»���{�Ä¯¾Ì»Pe��dÌ·Z §�Ê°��a�cY�ÌÆne
Ê»�|ÀÀ¯��Ì¿��Ê´f�]��{�Y{�cZ¼Ì¼�e�~yY�Ê´f�]YÁ�Ä]�ÄmÂe�Z]

ÃZ´À]� d]Z«�� �{� �Y� Ã{Z¨f�Y� ,�´Ë|°Ë� Z]� ZÅÊ�Á���dÆm� �
�ÌaÃZ´À]��Zf§��ÊÀÌ]d¯���ÉZÅ�Ä]�É�Á���d]Z«���{�Ã|ÀÀ¯

Ê»���¿��|���É�ÂXeÉ�Z]�ZÅ��dÌ «Â»�­�{�Ä]�®¼¯�¥|Å�Z]
ºÌ¼�e�¶]Z¬f»��Zf§�]�½Z³|¿�Ì³Ä�É�Z]�®Ë��d�Y�Ã|»M�{ÂmÁ
� ©Ô�Y� ÊfÌ·Z §� Ä]Ê»�{Â��]� ½ZÀ°Ë�Z]� ½M� �{� Ä¯Ä�Ä¸Ì�Á

Ä�Â¼n»�ÉY��d]Z«��Ä]�¾Ì¿YÂ«��YÊ»�|¿�Y{�a�®Ë�¶¼���{� Z»Y� ,
�É�Z]Ä�Â¼n»�ÉY��eY�§�¹ÂÆ¨»�¾ËY��Y�d�Y�������

Ä·Z¬»� ¾ËY� �{�� É�ÂXe� cZ�Á�¨»� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]É�Z]�ZÅ�� �
¾ËY� Ã|�� ��§� �Â�� �Y� ,½ZÀ°Ë�Z]� Ä¯ÃZ´À]�ÉZÅ��É{Z�f«Y

Ã�Ìn¿��¾Ì»Pe�½Zf��Z¼Ì]�Ê°��a�cY�ÌÆne��[Zzf¿YÃ|��|¿Y��
��Zf§���ÌÌ¤e�c�Â��¾ËY��{ÃZ´À]�ÉZÅ��Z]� Y��Ê°��a�cY�ÌÆne

� �ÌÌ¤e� Ä]� ÄmÂeÉ�eY�f�Y�ÉZÅ�� ÉY�]� ½Z�ËZ^«�� �ËZ�¾Ì»Pe�
cY�ÌÆne,��É�ÂXe�¾Ì¿YÂ«� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]É�Z]�ZÅ��Ê���]� {�Â»

��Y�«Ê»|ÀÅ{���É�ÂXe��{�ºÆ»�Äf°¿É�Z]�ZÅ���Å�Ä¯�d�Y�¾ËY
�°�� |ËZ]� ¾°Ë�Z]�{Ây�[Zzf¿Y� Ä]�d^�¿� Y�� ½Y�´Ë{� ¶¼ ·Y

ÃZ´¿M�|À¯�¶Ì¸ve�Á�ÄË�ne���ËY�]�Ä¯�|À¯�}ZzeY�Y��Ê¼Ì¼�e
,¶Ì¸ve��{�¶ÌÆ�e��Â�À»�Ä]� �d�Y�¾Ë�fÆ] Vi��Ä]ÃZ´À]�ÉZÅ�

� cY�ÌÆneÊ°��a� ,i=1,2,3,�,N� ˬSj�� �Â¿� Ä]ÃZ´À]�ÉZÅ�
Ê°��a� cY�ÌÆne Ä¯�½M� �{�j=1,2,3���YÂ¿Y� �Y� |Àe�Z^�

�É�eY�f�YÃZ´À]�ZÅ, �d�Y�Ã|��Ã{Y{��Z�fyY��Ä¯�Ê�Ìv»�{�
M½��{Y�§Y� cZ¼Ì¼�e� ½ZÌ»� ¶]Z¬f»��À¯YÁ� Á� ºÌ¼�e� ¾ÌÀq

��Y� ®Ë� �Å� Ä¯� d�Y� Ê°Ë�eY�f�Y� �Ìv»� ,{�Y{� {ÂmÁ
ºÌ¼�e�½Z³|¿�Ì³��¾ËY��]�Ê�Z�Y���§� �|Àf�Å�½ZÀ°Ë�Z]��Ì¿

�¶]Z¬»�¾°Ë�Z]�É�eY�f�Y��Â¿�Ä]�ÄmÂe�Z]�¾°Ë�Z]��Å�Ä¯�d�Y
]�ÉY�]Äd ¨À»�¾Ë�f�Ì]�½{�ÁM�d�{,���Zf§��Ä¿Ô«Z�Ê»�|À¯��
¸ve��{É�eY�f�Y�[Zzf¿Y�¶Ì� Z]�Ä�]Y�� �{� ZÅÃZ´À]�ÉZÅ�¾Ì»Pe�

�cY�ÌÆneÊ°��a�S1��Ä]¾Ì»Pe�dÌ¨Ì¯�Z]�Ê°��a�cY�ÌÆne�Á�
SϮ��Ä]¾Ì»Pe�dÌ¨Ì¯�º¯�Ê°��a�cY�ÌÆne��µZ¤f�Y�Y{¿�Á�|
� �{�d�z¿�É�Z]�\Ìe�e� Ä]¨Ì¯�É�eY�f�Y� ÓZ]�dÌ�dÌ¨Ì¯� Á

� ¾ÌËZa� �{� Y�Ä]��Z¯�Ê»�{|À]��Sϯ�� É�eY�f�YÊ]�Ä¿Z§����Êa� Y�
Ê»�{�Ì³�]�¾ËY� Á��Y�®Ë�pÌÅ��{�Ä¯�d�ZÀ »�½Y|É�Z]�ZÅ��Z]

��Y�®Ë�pÌÅÃZ´À]�ÉZÅ��cY�ÌÆneÊ°��a��d�Y{�|ÅYÂz¿�É�Z]��
�{�� d�Y� ¾ËY� �]� ��§� Ä·Z¬»� ¾ËYÄ¯��¦¸fz»� �YÂ¿Y
ÃZ´À]�ÉZÅ�Ê°��a� cY�ÌÆne�]Ä�ÊËZ�§� �{� Ê§{Z�e� c�Â�

��Y�¶°�f»M��Ã|À¯Y�a�µÂ¸�Ã|��|¿Y��ÁR��Ã�Z�Y�Z�§�¾ËY�Ä]
�ÃZ´À]�®Ë�ÉÂ���Y�µÂ¸���Å� �{�Y{Ê°��a�cY�ÌÆne��µZ¤�Y

Ê»�{Â����Y� �Â]�»�µÂ¸�� Ä¯�d�ZÀ »�¾ËY� Ä]�Ê·Zy�µÂ¸�� Á
�ÃZ´À]�pÌÅ�ÉÂ�Ê°��a�cY�ÌÆne��Y¤�d�Y�Ã|�¿�µZ��¾ËY��{

c�Â����Ë�Âe�Ê·Z´qÃZ´À]�ÉZÅ�Ê°��a�cY�ÌÆne��ÉZ�§� �{
� Z]� �]Y�]� Ä�Â]�»p�ZÀ]� Á� Ã{Â]��Â¿� Ä�� �Y�®Ë� �Å�ºÆ��¾ËY�]

� ÃZ´À]�[Zzf¿Y� �{É�eY�f�Y�ÉZÅ��¦¸fz»¾Ì»Pe�� Z]� �]Y�]p1, 

p2,p3�Á�� ¾ËY� �Y� Á�� �¼mµZ¼fuY�ZÅ��]Y�]�p1+p2+p3=1�
� �Y�®Ë� �Å� Á� {Â]� |ÅYÂyÃZ´À]�ZÅ�Ê»�|À¿YÂe��Z]� Ä�v·� �Å� �{

��ËZ�ÃZ´À]�ÉZÅ�M�Z]�Äf�Y{�É�Z]�µÂ¸��½À�|��
,É{ZÆÀ�Ìa�µ|»��{�Á��É�ÂXe�ÄË��¿��{É�Z]�ZÅ��[Zzf¿Y�Z]
� ÉÂ�� �Y� É�eY�f�YÃZ´À]�ÉZÅ��Ê¨¸fz»� ÉZÅ|»M�{� ¦¸fz»

¶�Zu�Ê»{Â���|»M�{�¶�Zu��Y�[Zzf¿Y�É�eY�f�Y�ÉZÅ��¦¸fz»
�Y�� �´Ë|°Ë� Z]� d]Z«�� �{� Ê°��a� cY�ÌÆne� ÃZ´À]� ÉÂ�� �Y

Ê»�½YÂe�Z]�Ã{Z¨f�Y��µÁ|m�����{Y{��ËZ¼¿�0Ôj»��,¦·Y�ÃZ´À]��³Y
|À¯�[Zzf¿Y�[�ÃZ´À]�¶]Z¬»�É�Z]��{� Y��dÌ¨Ì¯�Z]�É�eY�f�Y�
���¿� �{� ½Á|]� É�Z]� ¾ËY� �{� [� ÃZ´À]� Êf§ZË�{� ÉZÅ|»M�{

��Y�|Àe�Z^��½ZÀ°Ë�Z]�ÉÂ���Y�[Zzf¿Y�µZ¼fuY�¾f§�³��	�	����
� �

� �

� �

� �
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�µZ�ºÅ|¨Å�±��Ã�Z¼������½Zf�»��������� ����    ��

µÁ|m�������{��Ë�eZ»M�|»ÃZ´À]�ÉZÅ�Ê°��a�cY�ÌÆne 

ÃZ´À]��Å�É�eY�f�Y��
�É�eY�f�Y[�ÃZ´À]��

�dÌ¨Ì¯
ÓZ]��

�dÌ¨Ì¯
¾ÌWZa��

Ê]Ä¿Z§����

¦·
Y�ÃZ
´À]
�É
�eY�

f�
Y

��

ÓZ]�dÌ¨Ì¯��(u,u) (w,x) (z,z)��
¾ÌWZa�dÌ¨Ì¯��(x,w)��(y,y)��(z,z)��

Ê]Ä¿Z§�� (z,z)��(z,z)��(z,z)��

��Y{�Ây�]� É�eÓZ]� dÌ¨Ì¯� �Y� Ê]Zzf¿Y� É�eY�f�Y� Äq�Å
|�Z],���Y�Ä¯�|��|ÅYÂy��f�Ì]�ÃZ´À]�ÉY�]��Ì¿�Ä¸�Zu�|»M�{

� Ä�]Y��Ê¬�À»��Zv·Y(S1)>Y(S3)>Y(S2)��|ÅYÂy� �Y�«�]
,½M��{�Ä¯�|��Y(S1)�Ä]��Z]�Ê°��a�cY�ÌÆne�ÃZ´À]�|»M�{

� ,ÓZ]� dÌ¨Ì¯� É�eY�f�YY(S3)�� |»M�{� Ä]�ÃZ´À]� Ä¸�Zu� �
]ÄÃ|¿�Ì³�Z¯��É�eY�f�YÊ]�Ä¿Z§����ÁY(S2)��Z]�ÃZ´À]�|»M�{�Ä]

�Ã�Ìn¿���{�¾ÌWZa�dÌ¨Ì¯�É�eY�f�Y¾Ì»Pe���{�Y{�Ã�Z�Y 

(a,a)�� }ZzeY� �Y� ¶�Zu� |»M�{� Ä]É�eY�f�Y�ÉZÅ��¦¸fz»
�,µZj»�½YÂÀ��Ä]��{�Y{�Ã�Z�Y(x,w)��{�Ä¯�d�ZÀ »�¾ËY�Ä]M�|»

� Z]� �]Y�]�¾ÌWZa�dÌ¨Ì¯�É�eY�f�Y� }ZzeY� �Y� ¶�Zuw��Á� Ã{Â]
� Z]� �]Y�]� �Ì¿� ÓZ]�dÌ¨Ì¯�É�eY�f�Y� }ZzeY� �Y�É|ËZ��|»M�{x�

Ê»�|�Z]� �Z�Y�]� �Ë��¿Ä�� ®Ì�Ô¯É�Z]�ZÅ��³Y� ,
��x>u>y>w��Á�|�Z]���2u>x+w��®Ë�,|�Z]·{Z »Ä��¿��

��vÀ»]Ä|��|ÅYÂy�¶�Zu�{�§������{Z »Ä·���Y�Êf·Zu��¿
[Zzf¿Y�É�eY�f�Y�ZÅ�d�Y�Ä¯��É�eY�f�Y�½ZÀ°Ë�Z]��Y�¹Y|¯�Å��³Y
�É�´Ë{��Y��Ì£�Ä]É�eY�f�Y�ÉZÅ���¿�Ä·{Z »�|ÀÀ¯�[Zzf¿Y� Y�

� �|��|ÀÅYÂy�É�f�Ì]� ����¶¼vf»µ|»� �{ ©Â§��]���§� ,
Ä¯�d�Y�Ã{Â]�¾ËY����z,����w,����y�,���u�,���x��Ä¯z��Ä]

�{� �Y|¬»M� ÃZ´À]� |ËZ�� Ä¯� {�Y{� Ã�Z�Y� É|»]Ä|¿�Ì³�Z¯Ã�
�É�eY�f�YÊ]�Ä¿Z§���Ê»�{Â�����

� �
����µ|»�ºfË�Â´·Y� �

� É{ZÆÀ�Ìa� ºfË�Â´·Y� �{ÃZ´À]�ÉZÅ�Ê°��a� cY�ÌÆne���Y
�,ª]YÂ��,Ê¿Z°»�dÌ «Â»�,�Â¿�,¹Z¿��ªË��É�ÁM{Â�{��¦Ë� e

Ê»�|¿Â��µ|»��{��{�Y{�Ã�Z�Y�ÃZ´À]�¹Z¿�Ä]�¹Z¿�,�Z�Y�¾ËY�]� �
��Y�É{ZÆÀ�ÌaVi��ÃZ´À]�Ä]�Ã�Z�Y�ÉY�]i��Ä¯i=1,2,3,�,k�,

� ÃZ´À]� �Â¿� Ä]� ,�Â¿� �z]� ��d�Y� Ã|�� Ã{Z¨f�Y�cY�ÌÆne
Ê°��a���Y�Z»�µ|»��{��{�Y{�Ã�Z�YSj��ÃZ´À]��Â¿�Ä]�Ã�Z�Y�ÉY�]

Ê°��a� cY�ÌÆne�� Á� Ã|�� Ã{Z¨f�Yj=1,2,3�Ê»�|�Z]��

�ÃZ´À]�Ê¿Z°»�dÌ «Â»�Ä]�Ê¿Z°»�dÌ «Â»�Ê°��a�cY�ÌÆne��{
                                                           
1� Nash 

R�� Á� Äf�Y{� Ã�Z�YÊ»�|¿YÂe�� Â��{1,2,3,�,N}��|�Z]�M�
�{�� ZnÀËY�{Y| e�¶¯µÂ¸��ZÅ�Ä]�ª]YÂ�� ,Ã{Y{�ÉZÅ�Z]�Ê¸^«�É�

ÃZ´À]�ÉZÅ�Ê°��a� cY�ÌÆne�É�eY�f�Y� ÊÀ Ë��Ê]Zzf¿Y� ÉZÅ
�É�Z]� �{� Ê¸^«�� ÁÉ�ÁM{Â���{� ���Y� Ä]M� É|»ÃZ´À]�ÉZÅ�
Ê°��a�cY�ÌÆne�{�Y{�Ã�Z�Y���

�a��Y��Ê§� »ÃZ´À]�ZÅ�Ê¼fË�Â´·Y�ÊuY���Ä]�| ]�Ä¸u�»��{�

dÆm�µ|»� É�Z�� �Zf§�� Ê���]¾Ì»Pe��Z�Y�]� ½Z³|ÀÀ¯
�Ã�Ìn¿���{�c|»�Ê¿ÓÂ���{�ÄÌ^Àe�Á�ªËÂ�e�É�eY�f�Y¾Ì»Pe�

e�ÄfyY{�a�½Zf��Z¼Ì]�Ê°��a�cY�ÌÆnÊ»�{Â��,µ|»�¾ËY��{��
�¶u� ÉY�]��z]�iY� ÊÅY�� Ä¯� ÊfËÂ¬e� É�Ì³{ZË� ºfË�Â´·Y� �Y

� Á�Ê§{Z�e�¶WZ�»ºÌ¼�e�É�Ì³�Ã�Ìn¿���YÁ���Z¼��Ä]�¥Â¯�Z»
Ê»�{Á����� Ã{Z¨f�Y� ,�Ê»�{Â�]� �Ä�ºfË�Â´·Y� ¾ËY� É�Ì³�Z¯
Ê»�|¿YÂe�� Ä]ÃZ´À]�ÉZÅ��¾Ë�fÆ]� ¾ÌÌ e� �{� Ê°��a� cY�ÌÆne

� �|À¯� ®¼¯� É�Z]� Ê�� �{� cZ¼Ì¼�e�,µ|»� ­�{� ÉY�]
�É�Z]�ºfË�Â´·YÃZ´À]�ÉZÅ�Ê°��a�cY�ÌÆne��Y�n»�¹Z³�Ä��Ä]

ºÌ�¬e�É|À]�Ê»�{Â���� É�Ì³{ZË{Ây� ,É�Z]� µ{Z^eÃZ´À]�ZÅ��Á
� ¶Ë| edÌ «Â»�Ê]ZË�� {|n»ÃZ´À]�ÉZÅ���Ê°��a� cY�ÌÆne
¶°������µ|»� ºfË�Â´·Y� ¹Z³� Ä]� ¹Z³� ¶uY�»�Ã�Ìn¿�� É�Z�
¾Ì»Pe�� ½Z�¿� Y�� ½Zf��Z¼Ì]� Ê°��a� cY�ÌÆneÊ»�|Å{��� �
Ã{ZÌa��É�Z�ºfË�Â´·Y�� �Yu�»Ä¸�t=1�� ÃZ´À]�¾Ì·ÁY� Z]��Á���

� Ze� �É�Z]� �Á��� ZË� ºfË�Â´·Yt=k��½ZËZa� ZË� É�Z]� ½ZËZa�
�ºfË�Â´·Y�ÃZ´À]�¾Ë�yM�É�Z],��¶°��ºfË�Â´·Y��Z�Y� �]����

��{�Y{�Ä»Y{Y��
��

�� |f��Á�{Y{�É�Z]� �
�ÉÂ���Y�É�Z]��Á���Z]Vϭ�]Ä�,Ê§{Z�e�c�Â�V1��É�Z]�Ä]

� �ËZ�� Z]ÃZ´À]�ÉZÅ��Ä�Â]�»� ÉZ�§� �{� Ê°��a� cY�ÌÆne
Ê»�{�Y{�a� Y�� É�Z]� |»M�{� �Ê»�½YÂe���Ë�eZ»� ªË��� �Y

��¾°Ë�Z]� Á{�|»M�{� Á�É�eY�f�YµÁ|m��� ��Á� Ã{Â¼¿� Ä^�Zv»
�{� ½{Á�§Y� Z]� �b�M� Á� ª]YÂ�� ,É�Zm� |»ÄÀÌ�Ìa��ÊzË�Ze

Ã{Y{�ÉZÅ��¾Ì]�É�Z]�¶Ì¼°e�½Z»��Ze� Y��É�Z]�Ä]��Â]�»Vϭ��Á
� �ËZ�ÃZ´À]�ÉZÅ�� ÉZ�§� �{� Ê°��a� cY�ÌÆneR���{Y{� Ä»Y{Y

�¾Ì]�É| ]�É�Z]V2���ËZ��ÁÃZ´À]�ÉZÅ��Ä]�Ê°��a�cY�ÌÆne
��mV1��c�Â�Ê»�{�Ì³���Â�y��{�|¿Á��¾Ì¼Å� ÁV3���Ì¿

� �Y�°eÊ»�{Â�� Ä»Y{Y� Ê¿Z»�� Ze� �Z¯� ¾ËY� �Ê»�|]ZË��¹Z¼e� Ä¯
ÃZ´À]�ÉZÅ��¹Zn¿Y� Ä]� Y�� É�Z]� ¾ËY� �Ì¿� Ê°��a� cY�ÌÆne

�|À¿Z��]��

��
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  ��� �������������������������������������µZ�ºÅ|¨Å�±��Ã�Z¼������½Zf�»����� 

��

��
 ¶°����µ|»�ºfË�Â´·Y�ÊuY������Ã�Ìn¿��É�Z�¾Ì»Pe�½Zf��Z¼Ì]�Ê°��a�cY�ÌÆne��

 
�� �É�Ì³{ZË{ÂyÃZ´À]�ZÅ 

½Z¼Åµ|»� ºfË�Â´·Y� �{� Ä¯� �Â�� Ã�Ìn¿�� É�Z�¾Ì»Pe�
Ê°��a� cY�ÌÆne��� ½Zf��Z¼Ì]¶°����,d�Y� �z�»� �

Ä¿Â³�ÉZÅ�� ¦¸fz»ÃZ´À]�ÉZÅ�M�{� Ê°��a� cY�ÌÆne�ÉZÅ|»
�{�Ê¨¸fz»��\�¯�É�Z]Ê»�|ÀÀ¯���¹Z�¿�¾f§�³���¿��{�ÉY�]

�ÉÂ���Y�ÄÌ^Àe� Á�ªËÂ�eÃZ´À]�ÉZÅ�¾Ì»Pe��Ê°��a�cY�ÌÆne
� ��§Ê»�{Â�,�� [Zzf¿YÉ�eY�f�Y�ZÅ�� ÉÂ�� �YÃZ´À]�ZÅ��Ä¯

�Y|Àe�Z^��S1,S2,S3�Ä·Z^¿{�ÉY��¶¬f�»�Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»��Y
Ê·Z¼fuY�Ê·Z´q��]Ze� Á�|À�Z]��Ë�Âe�ºÅ�Á�|»M�{�Sj � ZÅYj�

|�Z]� Ä]�,É|ËZ���Z�f¿Y��ËY�§Y��Â�À»ÃZ´À]�ÉZÅ���Y��Y{�Ây�]
� É|»M�{� t��¾ÌËZa��e���Y� É�eY�f�Y� [Zzf¿Y� É�Ì³{ZË� Ä]

��´Ë{Ä¿Â³�ÉZÅ�ÃZ´À]�ZÅ���Z�Y�]¹Z³�ÉZÅ���Ë�Ê»�|¿�Y{�a���
� ¹Z³�� ÃZ´À]� �Â¿�¾ÌÌ e� Ä]� ��Ê°��a�cY�ÌÆne���¿� {�Â»

»Ê�{�Y{�a¾ËY� �{� �� ��§� c�Â�»Ê�{Â�,�p1, p2, p3�� �
½Z�¿Ã|ÀÅ{��µZ¼fuYS1, S2, S3��ÉÂ���Y�\zfÀ»Vi��Á�|�Z]

P1+P2+P3=1� ¾ÌÀr¼Å� ,pj={p1+p2+p3}�½Z�¿Ã|ÀÅ{�
� µZ¼fuYÉ�eY�f�Y� [Zzf¿Y�� ÉÂ�� �Y� \zfÀ»Vi���{� �|�Z]
� ¹Z´ÀÅt=0� ,p1={1,0,0}� ,p2={0,1,0}�� Áp3={0,0,1}�,

� [Zzf¿Y� µZ¼fuYSj�� ÃZ´À]� ÉÂ�� �Y� ÄÌ·ÁY�Ê°��a� cY�ÌÆne
�Z]��]Y�]����d�Y����

�Ä¸u�»��{t��cY|ÅZ�»��Y�| ]� ,É�Z]Y1,Y2,..,Yt�ÊÀ Ë� ,
�[Zzf¿Y��Y�¦¸fz»�ÉZÅ|»M�{�\�¯É�eY�f�Y�ÉZÅ���Y�¦¸fz»

��µÁY�Ê]Zzf¿Y�ÃZ´À]�ÉÂ�Vi�ˬ���ËZ��Z]�d]Z«���{ÃZ´À]�ZÅ���{
¾Ì»Pe�� ,cY�ÌÆne�³Y<෡�L�W��<�L�W�>��[Zzf¿Y�d�ZÌ�� ,|�Z]

�¦«Âf»� ÄÀÌÆ]�É�eY�f�Y»Ê�{Â��ÃZ´À]� Á�� |»M�{<ሺL�Wሻ��Ä¯
½Z�¿Ã|ÀÅ{�ÃZ´À]�|»M�{����Y�Vi �É�Z]�½ZËZa� �{Ä¸u�»�t�

� [Zzf¿Y� Y�� d�Y� Ã{Â]Ê»�|À¯�ÉY�]� ÃZ´À]� d�Y� ¾°¼»� ZË� ,
Ä^�Zv»� Ä]�É�Z]� �{� �f�Ì]� |»M�{�\�¯<෡�L�W൅ͳ�� Ä¯� ,�Ä]

�Ä¸u�»��{�É|ËZ�� �Z�f¿Y�{�Â»����Y� �Y|¬»t+1��{�Y{� Ã�Z�Y
Á� {�Y{�b]�� Á� Äf§��| ]� Ä¸u�»� Ä]Yt+1�|ÅZ�»� Y�� Ã��³Y� ,|À¯
Ã|ÅZ�»�|¿Â���[Zzf¿Y� ��³Y� ÃZ´¿M� ,{�Ì³� c�Â�� [Zzf¿Y� Á

ÃZ´À]�ÉÂ���Y�É�eY�f�Y�,|�Z]�d��{�ZÅȜ<෡ሺL�Wሻ���Y�|Àe�Z^�
�Ä¸u�»��{��Z�f¿Y�{�Â»�|»M�{W൅ͳ��É�eY�f�Y�[Zzf¿Y��³Y� Á

�|�Z]��¸£��-Ȝ�î<�L�W��Ä¸u�»��{�É|ËZ��|»M�{��Y�|Àe�Z^��
W൅ͳ� �¹Z³� �{�tÌ�Âe�É| ]�ÉZÅ{Y{|ÅYÂy� Ã�|���dve� Ä¯

��Á��� �{� Ê]Zzf¿Y� É�eY�f�Y� �Â¿� Ê¸ §� ÃZ´À]� Ê�ËY��� Äq
u� Y�� É�Z]� {Â^Æ]� Y�� ½M� ZË� Á� Ã{Â¼¿� �¨»Ê�|�z]�s��� �

cZÌW�m �d�Y��Ë��\Ìe�e�Ä]��
�

��

�Z]�É�Z]�¹Zn¿Y�
ZÅ�ÃZ´À]��ËZ��

�������������ÃZ´À]�¾Ì·ÁY�Z]�É�Z]��Á��         ������                ��t=1�

��É�eY�f�Y�[Zzf¿Y�Ê]�,¾ÌËZa�,ÓZ]�dÌ¨Ì¯�Ä¿Z§�����ÃZ´À]�ÉÂ���Yvi�

�É�Ì³{ZË{Ây
ZÅ�ÃZ´À]�

�É�eY�f�Y�[Zzf¿Y��Y�Ä¸�Zu�|»M�{�Ä^�Zv»�Ê]Zzf¿Y�ÉZÅ�

�ÃZ´À]��ËZ���Y�É�Ì³{ZË�É�eY�f�Y�[Zzf¿Y�ÉY�]�ZÅ�

�
�{|n»�ºÌ�Àe�

ÃZ´ËZm��ÉZÅ�
ÃZ´À]�ZÅ�

�ÃZ´À]�ÃZ´ËZm��Ë�Âe��ËZ���Y�É�Ì³{ZË{Ây��Y�| ]�ZÅ ÃZ´À]�ZÅ�
�É�eY�f�Y�[Zzf¿Y�����������������| ]�¶uY�»�ÉY�]�cÁZ¨f»�ÉZÅt+1�



 

|»�
ÄWY�

Y
Ê·�

½Zf
��Z

¼Ì]
�Ê°

��a
�cY

�ÌÆ
ne�¾

Ì»P
e�Ã�

Ìn¿
��d

Ì¨Ì
¯�

dË
�Ë|

»��{
 

�Y�Ã
{Z¨

f�Y
�Z]

�
�É�

ÂXe
É�Z

]
ZÅ�

 
 

�µZ�ºÅ|¨Å�±��Ã�Z¼������½Zf�»��������� ����    ��

��

��

��
��

��

��
��

��

��
��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��
��

¶°����µ|»�ºfË�Â´·Y����Ã�Ìn¿��É�Z�¾Ì»Pe�½Zf��Z¼Ì]�Ê°��a�cY�ÌÆne��

 

� �
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� �

 ºfË�Â´·Y��Á�� 

[Zzf¿Y��Ä�Â¼n»��Y�ÃZ´À]
ÃZ´À]ZÅ  

S
E
ሺL�Wሻ 0D[ ቀS

�
ሺL�Wሻ�S

�
ሺL�Wሻ�S

�
ሺL�Wሻቁ 

ÃZ´À]��ËZ��Z]�É�Z]��Á���ZÅ 

UሺL�Wሻ <�L�W��<෡�L�W�
<෡�L�W�  

S
E
ሺL�Wሻ S

E
ሺL�Wሻ��DîU�L�W� 

ĂсϬ͘ϭ 

É�eY�f�Y�[Zzf¿Y 

Ä^�Zv»��ÊuÔ�Y����Y
�ÃZ´À]��Â¿�cY�ÌÆne

ƚнϭ 

S�= ÓZ]�dÌ¨Ì¯�É�eY�f�Y 

S�= ¾ÌËZa�dÌ¨Ì¯�É�eY�f�Y 

S�= Ê]�É�eY�f�YÄ¿Z§��  

��|f��Á�{Y{�É�Z] 

�ÃZ´À]�É�Ì³{ZË{Ây��ZÅ 

�ÃZ´À]�dÌ«Â»�{|n»�ºÌ�Àe��  �³Y<෡�L�W��<�L�W�> 

½ZËZa 
Ä¸] �Ìy 

�w�¿����Y�Ä^�Zv»
|»M�{ 

෍ 3EሺL�Wሻ �� �����  

i
+
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��{�Ê·|»�ÄWY�Y
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  ��� �������������������������������������µZ�ºÅ|¨Å�±��Ã�Z¼������½Zf�»����� 

 �É�eY�f�YS2�[Zzf¿Y Ê»{Â� Y|Ìa�Ä»Y{Y�É�Z]�Ê»|À¯  �É�eY�f�YS1�[Zzf¿Y Ê»{Â� 

SʹሺL�Wሻ S͵ሺL�Wሻ � 

� ¹Z³�� Ä]� �Ä^�Zv»��{����YM�É�Z]� �{� �Z�f¿Y� {�Â»� |»
Ä¸u�»���»Ê�{�Y{�a�<෡�L�W���½Z�¿Ã|ÀÅ{��{����YM�{�Â»� |»

�É�Z]��{��Z�f¿YÄ¸u�»É�t��Á�Ã{Â]Ä�]Y���d�Y��Ë��s���Ä]�½M��
<෡ሺL�Wሻ Ȝ<෡൫L�W-�൯���-Ȝ�î<�L�W-�� �������������(�) 

� Ä¯� Ê�ËY��� �{Ϭфࣅ൏ͳ� �[��Äࣅ, Á� Ã{Â]� d]Zi� É�Y|¬»
� �nÀ�iPeÌ���{� ��Âf»M�Ê¸ §� |»M�{� �]� ¾Ì�Ìa� |»

»Ê�{�Y{�a��{��t=1�ˬY(i,t-1ሻൌͲ��d�ZÀ »�½Y|]�¾ËY�Á�d�Y
� ÃZ´À]�Ä¯neÌÆ�Ê°��a�cY��d�z¿�É�Z]� �Z£M� �Y�¶^«� �Â]�»

ÌÅ�{�pM�d�Y�Äf�Y|¿�É|»��
�¹Z³����Ä]^�Zv»Ä��|»M�{�w�¿����Y»Ê�{�Y{�a���§�Z]��
Ä°ÀËY�r(i,t)�½Z�¿|ÀÅ{Ã��[Zzf¿Y�¹Z´ÀÅ��{�|»M�{�w�¿����Y

�É�eY�f�Yi�� Ä¸u�»� �{t�c�Â��¾ËY� �{�|�Z]� ,�]Y�Ä��Ä]�½M
�{Â]�|ÅYÂy��Ë���Y�« 

UሺL�Wሻ <�L�W�-<෡�L�W�
<෡�L�W�  �����������������������������������������(�) 

�� ¹Z³�� Ä]� �^�Zv»Ä�� ÃZ´À]� �Â¿�ÊuÔ�Y����Y�cY�ÌÆne
�Ê°��a»Ê�{�Y{�a��Ä°ÀËY���§�Z]S

E
ሺL�Wሻ�½Z�¿|ÀÅ{Ã�����Y

�ÃZ´À]��Â¿�ÊuÔ�Y�Ê°��a�cY�ÌÆne�Ä¸u�»��{t�É�Z]��,|�Z]
� �Z�Y�]�«ÌÄ�YÉ��¥Â¯�Z»� ºÌ¼�e� ÉZÅ|ÀËM�§� �{

µZ¼fuY�ZÅÉS
˻
ሺL�Wሻ,S

˼
ሺL�Wሻ,S

˻
ሺL�Wሻ�>S

˼
ሺL�Wሻ���Z�Y�]

�[Zzf¿Y�eY�f�YÉ�ZÅÉ��¦¸fz»j�� Ê¼�«� Ä]� |¿�Y{� {ÂmÁ�Ä¯
Ä�]Y�� �³YS

˼
ሺL�Wሻ�>S

˺
ሺL�Wሻ�|�Z]� �Y�«�]��Ê·Z´q� ÊÀ Ë

� �Y� �f�Ì]� µÁY� É�eY�f�Y� [Zzf¿Y]Ê�Ä¿Z§���,|�Z]��d�ZÌ�
ÄÀÌÆ],�É�eY�f�Y� [Zzf¿Y� �{�¦«Âf»� ZÅ»Ê�{Â��� ÃZ´À]� ÁVi�

�É�eY�f�YS1��d]Z«��ÉY�]� Y��Ã�Ìn¿���{¾Ì»Pe��É�Z]�¹Z¼eY�Á
�[Zzf¿Y»Ê�|À¯��³Y�ÁS

˺
ሺL�Wሻ�>S

˻
ሺL�Wሻ�,|�Z]��c�Â��¾ËY��{

�ºfË�Â´·Y�µÁY�ÃZ´À]���Âe�É�Z]�Ä»Y{Y�ÉY�]�É�eY�f�YS2��Y�
�d·Zu� Á{� �Y� k�Zy�µZ¼fuY� �³Y� Á� {�¯� |ÅYÂy�[Zzf¿Y½ZÌ]�

��{�Ã|�ÓZ]��¶°��ª]Z�»�{Â]���,��ºfË�Â´·Y�|ÅYÂy�Y|Ìa�Ä»Y{Y
{�¯�������

��

��

��

��

¶°����d�ZÌ��\Ì¯�e���É�eY�f�Y�[Zzf¿Y��{�ÄÀÌÆ]�ÉZÅZÅ��
��

�ÉY�]^�Zv»Ä��ÃZ´À]��Â¿�ÊuÔ�Y����Y�Ê°��a�cY�ÌÆne
�Ä·{Z »��Y���d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y 

S�ሺL�Wሻ SEሺL�Wሻ��DîU�L�W� ������������������������������(�) 

� ,½M� �{� Ä¯a��d���� ¾ÌÌ e� Ä]� Ä¯� d�Y� d^j»� Êf]Zi
�É�Ì³{ZË»Ê�{�Y{�a�Á��Y|¬»�M��]Y�]�½�����a����¿��{�Äf§�³
,d�Y�Ã|��¾ËY��{�¹Zn¿Y��{�|»M�{�w�¿����Y�c�Â�¹Z³�ZÅÉ�

�| ]��ËZ���Y�É�Ì³{ZË��YÃZ´À]�ZÅ�Ê]�|��|ÅYÂz¿�dËZÆ¿��
��¹Z³����ÊuÔ�Y��Y|¬»�¾ÌÌ e�Ä]Ä¿Â³ �¦¸fz»ÃZ´À]�ZÅ���{

ÃZ´À]� �ËZ�� Z]� É�Z]� ¦¸fz»� ¶uY�»� Ê�� ZÅ»Ê�{�Y{�a��Á
»Ê�½YÂe�� ¶°�� ª^�� Y�� ½M����� Ä·{Z »� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]� Á��

�{Â¼¿�Ä^�Zv» σ 3EሺL�Wሻ �� �����  �����������������������������������(�) 

� ¹Z³�� ÃZ´À]� �Â¿� [Zzf¿Y� Ä]� �� Ê°��a� cY�ÌÆne��]
�Z�Y�S

E
ሺL�Wሻ»Ê�{�Y{�a���

�³Y�S
E
ሺL�Wሻ 0D[ ቀS

�
ሺL�Wሻ�S

�
ሺL�Wሻ�S

�
ሺL�Wሻቁ,���Â¿

�ÃZ´À]�Ê°��a�cY�ÌÆne�Z�Y��]�Y��S
E
ሺL�Wሻ�[Zzf¿Y»Ê�{Â���

� �{¸u�»ÄÉ�t+1�� ,É�Z]Vi�� Y��É�Z]0Y{|n»�� ¹Z³� �Y��� Á��]
]�d�ZÌ���ÌÌ¤e��Z�YÄ�Ã|»M�d�{�,�Y|¬»�º¼Ë�¯Z»��Z�Y�]

¹Z³� ¾ËY� �{�� �Z£M»Ê�|À¯���Y|¬»� º¼Ë�¯Z»� Ä¯�Êe�Â�� �{� ZË
É�eY�f�Y�Ä]�ª¸ f»S

˺
ሺL�Wሻ��,|�Z]�ÃZ´À]�É�Z]�ÉY�]�ºfË�Â´·Y

�{|n»��Á���ÉY�]�Y��É| ]�ÃZ´À]�Á�Ã|��¦«Âf»�µÁY�Ê]Zzf¿Y
�{�¯�|ÅYÂy�[Zzf¿Y�É�Z] 

��
�� �ÃZ´À]�dÌ «Â»�{|n»�ºÌ�ÀeÊ°��a�cY�ÌÆne 

� Ê»Z¼eÃZ´À]�ZÅÉ�� Ê°��a� cY�ÌÆne�½ZËZa� Ä]� �Y� �a
É�Ì³{ZË{Ây� ½|¿Z��,�0Y{|n»�]Ä�ÉZ�§� �{� Ê§{Z�e� c�Â�

�»��Ë�Âe�Ä�Â]»Ê�|¿Â���ÉY�]�Á¸u�»Ä�M�É| ]�Ã{Z»»Ê�|¿Â����
��
��
��
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�µZ�ºÅ|¨Å�±��Ã�Z¼������½Zf�»��������                                ����������

���ÄÌ^��µ|»É�Z���
¥|Å��Y�µ|»�Ã�Ìn¿��É�Z�¾Ì»Pe�¦¸fz»�LY�mY�ÊËZ�ZÀ��,
�Ã�Ìn¿�¾Ì»Pe�ZfyZ��ÃÂv¿�ÁM�½ZÌ»��� ZÆ¿]ÄÄ¿Â³�ÉY��Ä¯�d�Y

��¶�Zu�Ã�Ìn¿��¶¯�t����{�[Â¸�»�É{�°¸¼��¾ËY��{��{Â
�t���Á��Â¿��Z^e�Yµ|»�É�Z���º¯Zu��ËY���Ä]�¶»Z¯�Ê´f�]

]� �{�Y{� ºf�Ì�� �µ|»�ÉZÅ�ÄÀÌÆ]�É�Z���ÄÌ^��É�Z�,��Ê �
|¿�Y{��c�|«�Ìa�ÊÀÌ]�ÄÌ^��d«{�Á�É{�]�Z¯�½YÂe�Z]�Y��É�Z�
�Á��ÉZÅ�Y��Á��¾ËY��{� �|ÀÀ¯�\Ì¯�e�Ê�ZË��,ºf�Ì�� Y|f]

¹�¿�®Ë� Z]� �Y�§YÄÌ^��É�Z�µ|»� ,�É�Z�Ê»�{Â��� Á�¶u�ÉY�]
�ºfË�Â´·Y�®Ë��Y�½MÀÌÆ]Ä�É�Z���Ã{Z¨f�YÊ»�{{�³�ÉZËY�»��Y� �

�µ|»�¾ËYÊ»�½YÂe�ÄÀÌÆ]��{�ZÆ¿M�É|À¼¿YÂe�Á�d«{��Y�¹Z¿�É�Z�
{�]�������

�{�¾ËY��z]�ÉY�]��Â¼¸»��É{ZÆÀ�Ìa�ºfË�Â´·Y�lËZf¿�½|�
�Ê��§�c�Â��Ä]�µZj»�®Ë�ÄWY�Y�Ä]�ÄfyY{�a»Ê�{Â����§� �

»Ê�{Â���ÉY�]�Ê�Z¬f»�ÃZ´À]�lÀa��Y�ºeZy�½Zf��Z¼Ì]¾Ì»Pe�
� Ê°��a� cY�ÌÆned�YÂy�{�ZÅÊË��{Y{�Y�«� |¬�� dÆm� Y�

¾Ì»Pe��c�Â��{� �d�Y� Ã{Â¼¿�d§ZË�{�cY�ÌÆne�ÉÓZ¯� ÄWY�Y
��Âe� dÌ¨Ì¯Z]�¾Ì»Pe� ½Z³|ÀÀ¯� ZÆ¿M� �Y� dËZ��� Á�¾ËY

½Zf��Z¼Ì]�É{Y{�Y�«�Á{��ªËÂ�e�dÆm�Y��Ä·Z�¾Ì»Pe�½Z³|ÀÀ¯
� Z]M� |¬ À»� ZÆ¿»Ê�{�Z��� dËZ��� ¹|�� c�Â�� �{� Á�ÄWY�Y� Á

� cÓÂ�v»]Ê�¯Ì¨Ìd����Âe¾Ì»Pe�½Z³|ÀÀ¯,��|¬�� ½Z»�� �{
� �Y� É| ]� ÉZÅ{Y{�Y�«ÃZ´À]�ZÅÊË�� Ä¯Äf�¿YÂf¿�|¿Y�� �{¾Ì»Pe�

cY�ÌÆne,��|ÅYÂz¿�Ã{Z¨f�Y�|ÀÀ¯�\¸m�Y��½Zf��Z¼Ì]�dËZ��
|��{Y| e��ÃZ´À]�ZÅ��ZnÀËY��{��i��Ä¯�d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{

� �Y� |Àe�Z^�ÃZ´À]�ZÅÉ�� �Ã� ,{� ,k� ,[� ,¦·Y�µÁY� Ä¸u�»� �{
���¦·Y�ÃZ´À]��Y�ºfË�Â´·YV1��Á���ÃZ´À]�½YÂÀ��Ä]�É�Z]�Ã|ÀÀ¯

� Ã{Z¨f�Y»Ê�{Â��Ã�Ìn¿�� ªË��� �Y� µZj»� ¾ËY� ¶u� ÉY�]� �
Ä»Z¿�]�Ã�Á{�µÂ��,¥Â¯�Z»Ê]�Y��É�Ë��Á�Äf§�³���¿��{�dËZÆ¿

dÌ �Á� {Y| e� ÉZ�§�Ä]� ¦·Y� ÃZ´À]� d�Y� ¾°¼»� Ä¯� ÊËZÅ
½YÂÀ���Á��Ã|ÀÀ¯���{�,[�ÃZ´À]�¶]Z¬»��{�,É�Z]MdÌ �Á�½ZÅ�

�{�Ì´]��Y�«��Á���i=��d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{��É�Z]�ÊÀ Ë�
�Ä¸u�»�Á{�ÉY�]t=2�¶u�,»Ê�{Â�����dÌ �Á��Å�Z]��Z^e�Y��{

i��ÉZÅ�Ì¤f»� ZË� ¹Y|«Y� �Y� {Á|v»� Ä�Â¼n»�®Ë¼�eÌº�³Ì�É�
Di�{�Y{�{ÂmÁ.��¦·Y�ÃZ´À]�ÊÀ Ë�dÌ �Á��µÁY�É�Z]��{i=1��

� [Zzf¿Y� É�eY�f�Y� Ä�� ¾Ì]� �Y� É�eY�f�Y��j��,ÓZ]� dÌ¨Ì¯�
� ,¾ÌËZa� dÌ¨Ì¯]Ê�Ä¿Z§��� �»Ê�{�Y{�a� �]Ze� ��dÌ �Á� µZ¬f¿Y

���Âe�Y{�]������ 

3LM�N� 3ሺ;Q�� Mȁ;Q L�GL א��'Lሻ �����������������
�������������������������������������������������������������������������    

;Q�½Z�¿Ã|ÀÅ{�ÃZ´À]� dÌ �Á�� �{Ä¸u�»�n�� d�Y�Á
½Z¼Å� ,|�� ½ZÌ]� Ä¯� �Â��Â¼n»�3LM�N����d�Y�®Ë� �]Y�]

�¹Y|«Y��Y�¶�Zu�|»M�{j�dÌ �Á��{�i����ÂeU�L�W����ËZ¼¿
�Ã{Y{»Ê�{Â�Y� ��Å�[Zzf¿���Y�®Ë�eY�f�YÉ�ZÅ��ÃZ´À]���Âe

� µZ¼fuY� Z]� ¦·YP1+P2+P3=1, � c�Â�»Ê�³Ì{����{� Á
�¹Z´ÀÅt=0� ,p1={1,0,0}� ,p2={0,1,0}�� Áp3={0,0,1}�,

�¾Ì]� �Y�¦·Y� ÃZ´À]�ÊÀ Ë�eY�f�YÉ�ZÅÉ�� {ÂmÂ»0Z¼fu��|ËZ]
� �|ËZ¼¿�[Zzf¿Y� Y��Ê°ËÃZ´À]�ZÅÉ���Y�Ê°Ë��Ì¿� Ã� ,{� ,k� ,[

�[Zzf¿Y� ¦·Y� ÃZ´À]� Z]� É�Z]� ÉY�]� Y�� É�eY�f�Y� �Â¿� Ä�
»Ê�Z¼¿Ë|À��É�eY�f�Y� [Zzf¿Y� ÉY�]� cZ�Á�¨»� µÁ|m�ÉZÅ

�µÁ|m� �{�¦¸fz»����d�Y� Ã|�� Ã{Y{�½Z�¿���dÌ �Át�
� Ä¸u�»� �Y� |Àe�Z^�i�� ¦·Y� ÃZ´À]� ½M� �{� Ä¯�É�Z]»Ê�|¿YÂe�
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�Äf�YÂy�ª¬ve�Ê���]�©Â§[Zzf¿Y�|Ë{�³d�Y�Ã��ÃZ´À]�lÀa�
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�Äf§�³���¿��{��Ì¤f»�c�Â��Ä]��Âf»����Y�Á��ÃZ´À]�|»M�{
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��d�Y� Ã|�� Äf§�³� ��¿� �{����z]�¾ËY� �{� �Â�À»� Ä]WY�YÄ�
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S1��ÃZ´À]�ZÅ���ÓZ]�dÌ¨Ì¯�É�eY�f�Y�Z]�|ÅYÂy��f�Ì]�Á��f�Ì]
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�\�ZÀ»Z¿�dÌ¨Ì¯� Z]� {�°¸¼�� �Y�Ê��Y�³��|�Z]� Äf�Y{� {ÂmÁ
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